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PRÉFACE. 



Ce Livre forme le troisième Volume du Traité de Physique 
mathématique, dont j'ai annoncé la publication dans la Préface 
de ma Théorie de la Capillarité. J'y examine les propriétés du 
potentiel et d'autres fonctions qui jouent un rôle analogue dans 
la Physique mathématique. Dans le Volume suivant, je don- 
nerai les applications de la Théorie du potentiel à l'Électro- 
statique et au Magnétisme. 

Une grande partie des théorèmes relatifs au potentiel 
prennent leur principal intérêt dans les propriétés physiques 
qu'ils démontrent; mais la séparation des premiers théorèmes 
de leurs applications a cet avantage de permettre de les expo- 
ser plus facilement avec une complète rigueur. 

Il n'est pas sans intérêt de faire remarquer que les résultats 
mathématiques, qui sont exposés ici, ont pris leur origine dans 
la Physique mathématique, mais que beaucoup peuvent être 
transportés, ou l'ont été déjà, dans des recherches de Mathé- 
matiques pures. 
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CHAPITRE I. 
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PROPRIETES GENERALES DU POTENTIEL. 



Les forces de la Nature, qui s'exercent à des distances sensibles, 
agissent en général en raison directe des masses dont elles émanent 
et en raison inverse du carré de leur distance. Ainsi c'est à celte loi 
que sont soumises la gravitation des corps célestes et aussi l'attraction 
ou la répulsion provenant de l'électricité statique ou du magnétisme. 

C'est une loi élémentaire, c'est-à-dire qu'elle ne s'applique qu'à deux 
masses concentrées chacune en un point, et l'on en peut conclure, au 
moyen du calcul, les actions réciproques des corps ou des fluides élec- 
triques et magnétiques. Nous commencerons par nous occuper de cer- 
taines propriétés générales de l'attraction. 

Définition du potentiel. 

1. Soient m, ni deux masses concentrées en deux points; l'attrac- 
tion entre ces deux masses sera — ^— > r étant la distance entre m et/// 

et h une constante qui indique l'attraction qui a lieu entre deux masses 
égales à l'unité et séparées par une distance prise pour unité. Pour 
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simplifier les formules, nous supposerons que cette dernière force est 
prise pour unité, en sorte que h=\. 

Les axes de coordonnées étant supposés rectangulaires, soient 
(a, i, c), [a\ h\ c'), (a", ft", d'), . . . les coordonnées de différents points 
dont les masses sont m, m', m", ... et cherchons la résultante de leurs 
actions sur l'unité de masse placée au point P, dont les coordonnées 
sont (^, J, 5) et dont les distances aux premiers points sont r, r', r'\ .... 

Le point m exerce sur P une attraction donnée par l'expression -5> où 

l'on a 

et, comme cette force est dirigée suivant la droite r, ses composantes 
suivant les trois axes sont 

m{a — x) m{b^y) m(c — z) 



f.-i ,.3 



OU 



(2) 

Donc, si Ton pose 



, m , m , m 

ci — a — cl — 

/• /• /• 

dx cl Y dz 



V = " "^ 



27 



les composantes de la force totale qui agit sur le point P seront 

d\^ d\_ dy_ 

dx dy dz 

et la quantité V est dite le potentiel des masses m, m', .. . , pris au 
point P. 

Si l'action de/w sur le point P était répulsive, les composantes de 
cette force seraient les expressions (i) ou (2) changées de signe. Donc, 
si l'on imagine que les masses m, m\ m", . . . aient les unes une action 
attractive sur le point P, les autres une action répulsive, on posera 

r 

en prenant dans chaque terme le signe 4- ou — suivant que la masse 
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qui s'y trouve attire ou repousse le point P, et les composantes de la 
force totale qui sollicite ce point seront encore les dérivées de V par 
rapport à ^r, j, z. 

Supposons qu'il s'agisse des fluides électriques, que l'on partage en 
fluide positif et fluide négatif. On sait que deux particules d'électricité 
de nom contraire s'attirent et que deux particules de même nom se re- 
poussent. Regardant d'après cela m, m', mf\ . . . comme des quantités 
d'électricité qui portent le signe qui les désigne et posant 

(3, V=27' 

alors les quantités 

dy ciV dV 

dx dv dz 

4 

seront les composantes de leur action sur le point P si l'unité d'élec- 
tricité négative s'y trouve concentrée, et 

_dW _dW _dy 

dx dy dz 

seront les mêmes composantes si le point P renferme l'unité d'électri- 
cité positive. 

Les mêmes remarques s'étendent aux fluides magnétiques. 

La quantité V donnée par la formule (3) est encore dite le potentiel 
des masses m, m\ m'\ . . . par rapport au point P. 

2. Désignons par F la résultante des forces qui agissent sur le point 
(;r,^, 5) et para, p, y ses angles avec les axes de coordonnées, nous 
aurons pour la force F et ses composantes suivant les axes des ^, j, z 



-v/(S)Mf)MÎ' 



) 



X =iFC0S3C=::d= ^> \ =Fcos?=:±: y-j Z=FcosY==i= -rz' 

4 

Par tous les points pour lesquels Va la même valeur, faisons passer 
une surface qui s'appelle suiface de niveau. Si l'on passe d'un point 
(.r,y, 5) de cette surface à un autre point infîniment voisin de cette 
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mémo surface, on aura 

d\ ^ dS , d\ ^ 

— dx ^ -~ ety-h -y- dz = o; 

du- dy -^ dz ' 

donc la force est perpendiculaire à la droite qui joint ces deux points; 
la force est par suite normale à la surface. 

Menons une ligne qui en chacun de ses points soit tangente à la 
force qui s'exerce en ce point; elle sera normale aux surfaces de ni- 
veau qu'elle traversera, et on l'appelle Ugne de force. Si l'on prend le 
long de cette ligne JY ds entre deux de ses points correspondant aux 
valeurs s^ et s^ de la ligne 5, on aura 



Jr* r ' dw 



Vo, V| étant les valeurs de V aux deux points extrêmes. 

Conditions de continuité auxquelles satisfait le potentiel d'une masse. 

3. Si nous passons d'un système de points matériels séparés à des 
masses continues, l'expression du potentiel se changera en intégrales 
triples relatives aux volumes de ces masses, et nous allons démontrer 
la proposition suivante : 

Théorème. — Le potentiel y d'une niasse pris en un point P et ses pre- 
mières dérivées par rapport aux coordonnées x^ y^ z de ce point varient 
d'une manière continue dans tout l'espace. 

Désignons par pla densité en chaque point de la masse attirante, par 
dx3 son élément de volume et par r la distance entre le point (a, 6, c) 
situé en dxs et le point (ic, j, z) ; nous aurons 

avec 

Si le point (.r,v, z) est en dehors delà masse, la fonction V et toutes 
ses dérivées par rapporta a;, y^ z sont finies, puisque la fonction sou- 
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mise au signe d'intégration dans leurs expressions ne prend que des 
valeurs finies. De plus, pour qu'une fonction soit continue, il suffit que 
ses dérivées du premier ordre restent finies; donc V et toutes ses déri- 
vées des divers ordres sont des fonctions continues de oc, y, s quand le 
point P est en dehors de la masse. 

Supposons ensuite que le point P soit intérieur à la masse. Prenons, 
au lieu des coordonnées a, 6, c, des coordonnées polaires r, 6, X dont 
l'origine soit au point P; nous aurons 

a=ia- -h rcosO, b = v-h /sinOcosX, c =:• z -h rsinOsinX; 

alors l'élément de volume da sera représenté par r^ sinOrfOrfXrfr, et les 
expressions de V et j- deviendront- 



= 11 / pcosOsine^OdAc^r, 



d\ 

dx 

OÙ l'on doit étendre l'intégration par rapport à r depuis zéro jusqu'à la 
valeur de r relative à la surface du volume occupé par la masse, par 
rapport à 6 de o à 77 et par rapport à ^ de o à 277. Il en résulte que V et 
ses premières dérivées sont finies; donc aussi V est continu, et je dis 
qu'il en est de même des premières dérivées. 

En effet, décomposons le volume de la masse en deux parties : l'une 
relative à une sphère décrite du point P comme centre avec un rayon 
très petit c, et l'autre relative à la partie restante. Soient V< et Vj les 
parties correspondantes de V; nous aurons 

dx dx dx 
rfV, "•« -« 



f dk I cosOsinOûR) / pdr. 



Donnons à p la valeur maximum p, qu'il prend dans la sphère; pre- 
nons tous les éléments avec le même signe en remplaçant cos6 par i; 

nous aurons 

d\, 



-^<27rp, / sinOr/0 / dr ou <4^Pie. 
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Si le point P était sur la surface du corps, la sphère serait remplacée 
par un hémisphère et l'inégalité précédente aurait lieu à plus forte 

raison; -j-^ est donc aussi petit qu'on veut, et, comme Va se rapporte 
à une masse qui ne contient pas le point P, -^ varie d'une manière 
continue; donc -7- varie aussi d'une manière continue. 

dx 

Nous reconnaissons que les dérivées premières de V sont des fonc- 
tions continues de 07, j, z; mais nous verrons qu'il en est autrement 
pour les dérivées d'ordre plus élevé. 



Théorème de Ijuplace. 

4. Le point (.r, y, z) en lequel on prend le potentiel V étant supposé 
en dehors de la masse, on aura 

d\ rf«V 






dx 

et l'on obtiendra de même 

En ajoutant ces trois expressions, on trouve 

^V d^\ d^\ _ 

dx* dy* dz* 

Cette importante équation a été trouvée par Laplace, qui en a fait 
des applications remarquables dans sa Théorie de la figure des corps 
célestes [Mécanique céleste^ t. II). 

Pour simplifier l'écriture, nous représenterons dans la suite par AV 
l'expression 

d'\ d'\ d^y 



dx* dy* dz* 

Si le point P ou (.r, j, :;) est situé dans l'intérieur de la masse, les 



» • 
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expressions trouvées pour les secondes dérivées de V ne sont plus 
admissibles. En effet, si nous adoptons des coordonnées polaires 

comme ci-dessus, l'expression trouvée pour -j^ deviendra 

les limites des intégrales étant prises comme précédemment. L'inté- 
gration par rapport à rdoit donner la partie de cette expression qui est 
relative à un cône d'ouverture infiniment petite dont le sommet est au 
point P, et, cette intégration s'effectuant à partir de r = o, l'élément qui 
en résulte est infini. Mais tous les éléments semblables étant en partie 
positifs, en partie négatifs, leur somme ou l'intégrale triple qui pré- 
cède est indéterminée. 

Ainsi il n'y a plus lieu d'admettre l'équation AV = o, quand le 
point P est intérieur à la masse. 



Sur l'intégration par parties appliquée à une intégrale triple. 

5. Soient U et F deux fonctions finies et continues de ^, /, z et de 
plus dont les dérivées sont finies, et considérons l'intégrale 



'"-'fff'^^^'^'y''' 



étendue à un volume c? limité par la surface c. 

En intégrant par parties par rapport h x et supposant d'abord pour 
simplifier qu'une droite parallèle à l'axe des x ne rencontre la surface 
qu'en deux points dont les abscisses sont x^ et x^f nous aurons 

(I) dydzjv fj^ dx^{\iV), dydz - (UF), dydz - dydz^Y ^ dx, 

les indices i et 2 indiquant qu'on a substitué dans UF les abscisses x^ 
et x^ au lieu de x. Cette formule fournit la partie de l'intégrale triple 
relative à un filet prismatique dont la section droite est dydz et qui 
est parallëie à l'axe des x. Désignons par rfr, et dc^ les parties de ç qui 
limitent le filet, et par \ l'angle que fait avec l'axe des x la normale à 
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rs menée extérieurement. En mettant des indices à X pour les deux élé- 
ments cfe, et flfej, nous aurons 

dy dz ■=. d(s^ cos X,, dydz=: — rf^i cos X i . 

Remplaçons dydz par ces deux expressions dans les deux premiers 
termes du second membre de (i) et faisons la somme des équations (i) 
pour tout le volume cj, nous aurons cette formule 

(2) fv ^^ dw=: ri]Fcos'kd<j - Cy ^ dw, 

les deux intégrales triples s'étendant à tout le volume cr, et l'intégrale 
double à toute la surface (s. 

Si une parallèle à Taxe des x rencontrait la surface fermée <j en plus 
de deux points, ces points seraient en nombre pair et, a;, , x^, . . . , x^n 
étant leurs abscisses, les deux premiers termes du second membre 
de (i) seraient remplacés par la somme 

- (UF)i rf/^5 -h (UF), û(y ^5 - . . . -+- (UF),„ df/rf5, 

l'angle 'k sur les éléments interceptés de la surface <r étant alternati- 
vement aigu et obtus, et Ton arriverait encore à la formule (2). 

La formule (2) a été employée par Poisson plusieurs fois dans ses 
Mémoires de Physique mathématique. 

6. Nous pouvons former des équations semblables à l'équation (2) 
en intégrant par rapport à j ou à z. Soient (a, v les angles de la normale 
à (j avec les axes des j et des s, et désignons par F< et Fg deux fonctions 
continues ainsi que leurs dérivées du premier ordre. En ajoutant à 
l'équation (2) deux équations semblables, nous aurons 

/ ^ I Y" -^- -7-^ H- -uz) dj3~ j U(FcosX -+-F, cosfx-htjcosv) J(j 
Si l'on fait dans cette formule U = i, on obtient la suivante : 

II- h — -H -77] dw—. j (h COSA -h Ti C0S[X4-F, C0Sv)û^(J, 
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dont s'est servi Laplace dans la théorie de la capillarité, pour déter- 
miner le volume du liquide soulevé dans un tube capillaire. 

Vakur de AV pour un point {oc^y, z) intérieur à la niasse. 

7. Poisson a donné le premier ce théorème [Bulletin de la Société 
philomathiquey t. III, p. 368) : 

Si le point [x^y^ z) est à l'intérieur de la masse agissante, le potentiel V 
de cette masse en ce point satisfait à l'équation 

p étant la densité de la masse au même point. 

Gauss est le premier qui ait eu égard, dans la démonstration de ce 
théorème, à la variation de la densité p de la masse [Œuvres de Gauss, 
t. V, p. 197). 

Supposons la densité p variable et ainsi fonction des coordonnées 
(a, h, c) du point de la masse auquel elle se rapporte, et formons d'a- 
bord une expression de la dérivée de V par rapport à x. Nous avons 



dm 
J '' 

et 



'■-n 





dV r r . 

d,r J^dx'^'' 


Comme on a 






/•--^-(.r — r7)*-+-(v -by 


il en résulte 






dl dl 

r r 

dr da ' 


ainsi on obtient 






-1 
dW r r 

dx J ^ da 



Les quantités r et p sont fonctions des coordonnées a, b, c de chaque 
point de la masse renfermée sous le volume ni. 
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Si le point P ou (or, y, s) était extérieur au volume n, on pourrait 
appliquer la forn^ule (2) du n** 5 à la transformation de cette dernière 



intégrale et l'on aurait 



rfi 



Or je dis que cette formule a également lieu quand le point P est in- 
térieur à la masse. En effet, - étant infini quand le point (a, 6, c) 

vient au point P, appliquons la formule (2) à la même intégrale éten- 
due seulement au volume compris entre la surface c et une sphère d' 
décrite du point P comme centre avec un rayon £ infiniment petit. En 
désignant par rfni' l'élément de volume de la sphère, et par V l'angle 
de la normale à la sphère, avec l'axe des x, nous aurons 

d ~ , , ^ 

J r J '' J r da J r da 

En désignant par diù l'élément de la surface sphérique dont le rayon 
est 1, on a 

da' z=iç} diùy dm' = r* dr dio, 

et Ton en conclut bien facilement que les trois intégrales relatives à la 
sphère s'annulent pour £ = 0; on a donc encore l'équation (a) ou la 
formule 

x=^=-rts}^d,+ f}.'^d.. 

da; J r J r da 

8, Pour obtenir -^y on pourra différentier les deux intégrales, qui 
composent X, sous le signe d'intégration. En effet, le point P étant à 
l'intérieur de g, - ne devient pas infini sur cette surface; la première 
intégrale n'a donc aucun élément infini. La seconde représente le po- 
tentiel d'une masse dont la densité est -~> et nous avons vu (n^3) 
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qu'on la difTérentie par rapport kœ, en diflerentiant la quantité sou- 
mise au signe d'intégration. On aura donc 





dx^ J /•* /• J da /•* 


ou 




(b) 


d^\ /•PC0SXC0S« , rdo COSa , 



en désignant par a l'angle de r avec l'axe des x. 

La densité p étant supposée une fonction continue de a, by c aux en- 
virons du point P, décrivons une sphère d' du point P comme centre 
avec un très petit rayon; puis partageons V en deux parties : l'une V 
relative à la masse comprise dans cette sphère, l'autre Y'" relative à la 
masse restante. Nous aurons 

d'après ce que nous avons vu, nous aurons 

et il reste à calculer AV. 

Appliquons à V la formule {b); nous aurons 



dx 



' J /* J da /•* 



d}\' d^\' 

Formons de la même manière les quantités -^t' T^' ^^ ajoutons ces 
trois expressions; nous aurons 

P et y étant les angles du rayon r avec les axes des y et des z. 

Si des trois coordonnées polaires du point (a, 6, c) on fait varier r 
seulement, on a 

da db f. de 

^ = cos«, 5^ = cosp, ^=cosy; 

donc 
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or la seconde intégrale a pour valeur 



/ (p--po)rfw= / pe/w — 4«Po, 



OÙ p indique la densité à la surface n' et p^ sa valeur au centre P; on a 
donc enfin 

Ainsi AV varie brusquement de — 4 ^p à zéro, quand le point P sort 
de la masse attirante ; quand P est sur la surface même qui termine 
cette masse, AV est indéterminé, et, en général, il Test également en 
tout point où la densité de la masse varie brusquement. 

Énoncé des propriétés caractéristiques du potentiel d'une ou plusieurs 

masses continues. 

9. Démontrons d'abord une autre propriété du potentiel que celles 
que nous avons déjà obtenues. 

Soient M une masse comprise dans un espace fini Ë et P ou {oc:, y, z) 
le point dans lequel on prend le potentiel ; on a 



- i? 



f 



dm 



r étant la distance du point P à chaque élément de masse p dm. Soient H 
un point de l'espace Ë, R sa distance au point P et ^ sa distance à l'élé- 
ment de masse. On aura 

ù) étant l'angle de t et de R. Supposons R très grand par rapport à 
toutes les valeurs de /, nous aurons 



II/ t /- \ » I G 



G 



G étant une quantité qui reste finie quand R grandit indéfiniment. 
Portons cette expression dans V et nous aurons 



V^ 
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L restant fini pour R = x . Donc, quand R croît indéfiniment, on a 

lim(VR) = M.. 

Ainsi le potentiel V d'une masse M située dans un espace fini E, pris 
au point (^,y, 2), jouit des propriétés suivantes : 

1° V et ses premières dérivées par rapport à ^, j, 5 sont des fonc- 
tions continues de x,y, z dans tout l'espace. 

2® Si nous désignons par R la distance du point (^» j, z) à un point 
déterminé de l'espace E, la limite de VR, quand R croît indéfiniment, 
tend vers une constante déterminée qui est la masse M. 

3® Si l'on excepte certaines surfaces, on a, dans tout l'espace, 

p étant la densité de la masse au point {x, /, z). Ainsi, quand le point 
est situé hors de la masse, p dans cette formule doit être pris égal à 
zéro. 

Nous démontrerons plus loin que, réciproquement, toute fonction 
qui satisfait à ces conditions est identique au potentiel d'une masse, 
dont la densité en chacun de ses points est égale à p. 

Formule dite de Green. 

10. Soient U et V deux fonctions des coordonnées x, y, z d'un point 
quelconque de l'espace ct, où les fonctions U et V sont continues, ainsi 
que leurs dérivées du premier ordre. Considérons l'intégrale 

1— /Y— — ^^ ^^\dm 
J \dx dx dy dy dz dz ) 

étendue à tout le volume ct. Nous pouvons appliquer la formule (2) du 

||0 g 

Cv^dw^. Tuf cosx c/^ - / V ^ dm, 

en remplaçant U par ;y- et F par V; si nous remarquons de plus que, 
en désignant par dn l'élément de normale extérieure à la surface g, et 
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par dx, dy^ dz les projections de cet élément sur les axes de coordon- 
nées, nous avons 

. dx 
an 

il en résultera 

J djc dx j dx dn J dx^ 

Nous aurons deux autres équations semblables en remplaçant x par 
y et par 5; ajoutons ces trois équations et nous aurons 



<" '=f''2-"-f 



VaU dm. 



La valeur de J ne change pas si nous permutons U et V; nous avons 
donc aussi 

En égalant ces deux valeurs de J, nous obtenons 
(a) /(UAV_VAU)rf.^./(u^-V^)rf. 

Si les fonctions U et V ne sont connues qu'à l'intérieur de a, ou si 
leurs dérivées sont discontinues sur cette surface, il faudra mener 
l'élément de normale vers l'intérieur, et, en désignant par dn' cet élé- 

, , d\ d[] dV di] ^ , J r ^ ' 

ment, remplacer -r- > -j- par •" ^/» "~ T~/i car dn et dn sont pris po- 
sitifs et dVf dl} changent de signe, quand on les prend suivant la 
direction opposée. On remplacera donc les formules (i) et (2) par les 
deux suivantes : 

(3) J :^_ Tv ^, e/a - AaU dm, 

(4) /(UAV-VAU)rf.=.-/(u^-V^)^.. 

La formule (4) est celle qui sert à déterminer les coefficients de la 
série qui donne le refroidissement d'un corps; elle a donc été employée 
dans différents cas par Fourier et Poisson, longtemps avant l'apparition 
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du Mémoire de Green, sur la théorie de Télectricité. Cette formule est 
cependant appelée, en général, équation de Green. 

11. La température i^ d'un corps isotrope qui se refroidit satisfait à 
l'équation 

dt ' 

OÙ k est une constante et t le temps; de plus, on a, en prenant pour 
zéro la température du milieu ambiant, la condition 

dv . 

sur la surface d du corps, h étant constant. On met v sous la forme 
d'une série convergente 

Ao, A,, ... étant des coefficients indéterminés, et Uo, U,, ... des fonc- 
tions qui satisfont dans le corps à Téquation 

(5) AU,=^-A:a?U,, 

et à la surface, à l'équation 

(6) ^Î-*U' = «' 

U et U' étant deux de ces fonctions, on a, d'après la formule (/|). 

/(UAU'- U'AU)rf«=-/(u^;-U'^,)./,, 
et, en se servant des équations (5) et (6), cette formule devient 



TuU' dm = o. 



On donne la valeur F de (^ à l'instant initial; on a donc 

F = AoUo -t- A, U, + . . . -4- A/U,- + 
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Multiplions par U/rfcr et intégrons dans toute l'étendue du corps; 
nous aurons cette équation pour déterminer le coefficient A,, 



Xifvjdw^CFVidw (»). 



Valeur moyenne de la composante normale de la force 

sur une surface fermée. 

12. De la formule (2) du n° 10, on déduit facilement ce théorème 
de Gauss : 

Si V est le potentiel de masses, les unes mtérieures à la surface fermée ç 
et dont la somme est M et les autres extérieures à cette surface, on a 



f 



d(s =z — 4'ï^M, 



dn 
rintégrale étant étendue à toute la sur/ace (s. 

En effet, dans la formule (2) du numéro cilé, faisons U — i; nous 

aurons 

dV 



f.y,.=f 



, d'y. 
dn 



Or, p étant la densité des masses intérieures à <7, on a 

* 

formule qu'on peut supposer appliquée à tous les points du volume ni, 
pourvu qu'on regarde p comme nul en dehors de la masse M. On a 
donc 

/ -j- dcr:=— ^TZ j pdwzziz— f^TzM, 

13. Nous allons ensuite présenter la démonstration que Gauss a 
donnée de ce théorème. 



(») Lo Mémoire de Green qui donne la formule (4) a paru à Nottingham en 189.8; mais 
il n'a été connu sur le continent qu'en i85o, par sa publication dans le Journal fie Crdle. 
Le calcul du n* 11 se trouve présenté deux fois danr toute sa généralité dans le XXll* Ca- 
hier du Journal de V École Polytechnique y i833, p. 169, par Duhamel, et p. 204, par Lamé. 



PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES DU POTENTIEL. I7 

Lemme. — Joignons un point fixe à chaque élément d(5 d'une sur- 
face fermée par un rayon r, et désignons par u l'angle que fait ce rayon 
avec la normale intérieure menée à de. Nous aurons la formule 



/ 



COSM , , 

— tfa=i4^> O OU 271, 



1" 



OÙ l'intégrale est étendue à toute la surface, suivant que le point est en 
dedans, en dehors ou sur la surface même. 

Supposons d'abord le point à l'intérieur de la surface <r. Concevons 
un cône ayant pour sommet le point et d'une ouverture infiniment 
étroite. La surface conique, arrêtée à son sommet, rencontrera la sur- 
face a en un nombre impair d'éléments rfa', rfç", ...; soient a', w", ... 
les valeurs que prend l'angle u sur ces éléments et soient r', r^\ ... les 
distances de ces éléments. Si l'on désigne de plus, par ^(o l'élément de 
la sphère, dont le rayon est l'unité et dont le centre est 0, intercepté 
par ce cône, nous aurons 

les cosinus de u\ u'\ uT, ... étant alternativement positifs et négatifs ; 
il en résulte, en divisant ces égalités par r'*, r^'^, ... et les ajoutant 

e/j' cos u' d^ cos u" , 

— -pi ' jTt H-- • . = ^0), 

et en intégrant cette expression pour tous les cônes d'ouverture infini- 
ment petite dont |e sommet est en 0, on a 



/ 



cos M , , 



/•' 



Supposons ensuite le point a l'extérieur de c\ un cône, d'ouver- 
ture infiniment petite, dont le sommet est en 0, étant mené vers la sur- 
face, la rencontrera en un nombre pair d'éléments et, en adoptant les 
notations précédentes, on aura 

d<s' cos u' = — /•'* </a>, di^ cos u" -. r"* dm^ . . . , 

et il en résultera 

da'cos u' d^r" cosu" 
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En faisant la somme de toutes les éi^^alités sc^mblahles, on obtient 



/ 



— ^ (h — o. 
I- 



Entin, dans le eas où le point est sur la surface t, menons le plan 
tangent à la surface au point 0. Ce plan divisera une sphi^re infiniment 
petite, dont le centre est en O en deux hémisphères, Tun situé du 
côté du volume renfermé sous t, l'autre situé de Tautre coté. Pour le 
premier côté, le point peut être considéré comme intérieur; pour le 
second, comme extérieur. Donc l'intéi^n'ale 



/ * cos // 



h 



sera égale à 2~ pour les éléments dn situés du premier côté et égale 
à o pour les autres éléments; donc cette intégrale, étendue à toute la 
surface, est égale à 2-. 

14. Revenons au théorème du n"" 12. Si /est la distance entre Télé- 
ment dri et un élément r/M de la masse intérieure M ou un élément r/M 
de la masse extérieure, on a 

v/Mcos/^ . . ,.. /^/M'cos/^ 

o. 



1 - --. <h^ -\r.tlM^ j ^ -d7 

Faisons la somme de toutes ces égalités, en |)renant tous les élc 
ments dM et dM\ et nous aurons 

/*, /'cos// ... /*, /*cos// ,.,, . ., 



Or on a 



rriw /v/M 



^y^^;^ii,/M.__^'^-^/M. 



(/y /* cos u .^^ i' cos // 

(la 



il en résulte la formule 
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Conditions pour lesquelles une fonction de x^ y^ z se réduit 

au potentiel d'une masse continue» 

15. Supposons qu'une fonction V de x, y, z satisfasse aux condi- 
tions suivantes : 

I® V et ses premières dérivées par rapport.à x^y, z sont partout con- 
tinues; 

2° La limite de 

est une constante finie et déterminée quand le point (^, j» s) s'éloigne 
à l'infini ; 

3** En exceptant certaines surfaces, on a partout 

p étant une fonction de x^y^ z qui a des valeurs finies données dans un 
espace fini et qui est nulle en dehors de cet espace. 

Je dis que Y est le potentiel d'une masse dont la densité est p dans 
tous les points de l'espace. Ce potentiel satisfait, comme nous avons vu 
(n** 9),à ces conditions; il s'agit donc de prouver qu'il n'existe pas une 
seconde fonction V qui y satisfasse aussi. Posons 

M = V - V; 

la fonction u satisfera à la première et à la deuxième condition et, 
comme on a 

ia) AV=-i7:p, AV'=i-4iîp, 

la troisième condition sera remplacée par 

lu = o, 

qui aura lieu partout, à moins que ce ne soit sur les surfaces pour 
lesquelles les équations (a) n'ont pas lieu toutes les deux. 
Dans l'équation trouvée précédemment (n® 10), 

rrdV d\ r/U d\' ffU dy\ , r^rdv , [\, -, . 

Jyirrlû^ dj dy -"- -^ Sï)^^"^-/ ^ Tn ^''- / VaL^., 
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faisons U = V = w, nous aurons 

Menons une sphère qui ait son centre à l'origine des coordonnées et 
dont le rayon R soit très grand, en sorte qu'elle renferme toutes les 
surfaces sur lesquelles Au n'est pas nul. Menons à égale distance de 
chaque surface d'exceptions deux surfaces parallèles t et très voisines. 
Du volunie renfermé dans la sphère supprimons les parties très petites 
renfermées entre chaque couple de surfaces t et appliquons à la partie 
restante la formule (A). 

L'intégrale du second membre appliquée à deux surfaces t paral- 
lèles donnera à la limite des valeurs égales et de signe contraire. Il n'y 
a donc plus qu'à examiner ce que devient cette intégrale pour la sur- 
face de la sphère. Or, dta étant l'élément de la surface de la sphère 
dont le rayon est i , on aura 



fu^d. = R^fu^d<., 



et, d'après la deuxième condition, on peut poser, quand R est très 

grand, 

A du A 

"■"R' 5r~"r«' 
A étant une constante finie. Cette intégrale devient donc 



A» r^ f^Tzè 



et elle est nulle quand R est infini. 
Ainsi l'équation (A) devient 

et l'on a par suite 

du du du 

;?^=°' !;■=''• Tz^"" 

■ 

en tous les points et même sur les surfaces s, puisque les dérivées de 
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u doivent être continues. Ainsi u se réduit à une constante et cette 
constante est nulle, puisque u doit être nul à l'infini; donc V'= V. 

Principe de Dirichlet. 

16. Nous allons démontrer ce théorème : 

// existe toujours dans un espace donné ts une fonction v de x^ y, z et une 
seule, qui est finie et continue y^ ainsi que ses dérivées du premier ordre ^ qui 
satisfiiit dans l'intérieur de cet espace à l'équation 

et qui a en chaque point de la surface qui limite xs une valeur donnée. 

Il y a évidemment une infinité de fonctions u qui satisfont aux con- 
ditions de continuité précédentes et qui de plus ont la valeur imposée 
sur la surface. Parmi toutes ces fonctions, cherchons celle qui rend 
minimum l'intégrale 

étendue à tout Tespace n. 

Désignons par v la fonction u qui rend SI minimum; une autre quel- 
conque des fonctions u peut être représentée par 

(2) M = t»-h/ijr, 

h étant une constante arbitraire et w une fonction qui satisfait aux 
mêmes conditions de continuité que u et qui s'annule sur la surface n 
qui limite le volume xs. Substituons l'expression (2) dans la formule (1) 
et désignons par Q! la valeur minimum de Q, nous aurons 

(3) u — û'4-2/iM-h/i«NS 



en posant 



-- ffdv dw dv dw dv dw\ 

'~J \dj: dx dy dy dz dz ) * 

-/[r£y*(iT-(t)>- 
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Par hypothèse, û' est le minimum de û; donc, d'après (3), M est 
nul; car, s'il ne l'était pas, on pourrait prendre h très petit et disposer 
de son signe de manière que AM fût négatif, et Sï ne serait pas la va- 
leur minimum de £2. 

La quantité w est nulle sur la surface <y; donc, d'après le n? 10, on 
peut mettre M sous cette forme : 



M 



- / {v Ar dm. 



Or «^ est une fonction arbitraire et M devant être nul, quel que soit 
(r, il est évident que tous les éléments de l'intégrale sont nuls et que 
l'on a 

dans tout l'espace or ( * ). 

Ainsi il existe toujours une fonction u qui satisfait à l'énoncé du 
théorème; il reste à démontrer qu'il n'y en a qu'une seule. 

Si une des fonctions u satisfait à l'équation Au = o, elle rend évi- 
demment minimum l'intégrale SI; il suffit donc de prouver que £2 n'a 
qu'un minimum. Supposons que, outre la solution u = r, on ait encore 
la solution u^i^ -h w qui rende £2 minimum. Nous avons, d'après la 
formule ('^], où M est nul, 

et, en faisant h = i dans cette formule, nous obtiendrions, pour le se- 
cond minimum, 

t2' -h N», 

qui devrait être plus petit que l'expression précédente, quelque petit 
que soit A, ce qui est absurde. 

Donc il n'y a qu'une fonction u qui rende SI minimum, et le théo- 
rème est démontré. 



(») On pourrait objecter que cotte démonstration no prouve pas que ài> no soit pas dif- 
férent de zéro en des points, lignes ou surfaces situés dans le volume «r. Mais on verra 
dans le Chapitre II que les dérivées de o de tous les ordres sont continues et que par con- 
séquent Al' no j)Oul (^Irc* différonl do zéro on aucun point. 
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Potentiel d'une couche sphérique, 

17. Pour traiter la question suivante, cherchons le potentiel d'une 
couche sphérique homogène d'épaisseur constante et infiniment petite. 

Le potentiel V ne dépendra que de la distance R du point (^, y, -) 
où l'on prend le potentiel au centre de la sphère et, d'après cela, on 
aura 

et, en égalant cette expression à zéro, puis intégrant, on obtient 

r 

V — — -4- f 

C et C étant deux constantes arbitraires. 

Si le point [oc, y, z) est situé à l'intérieur de la couche, V ne pouvant 
être infini pour R = o, on a C = o; ainsi V se réduit à la constante C 
et, en plaçant le point («r, y, z) au centre, on trouve 

A étant le rayon de la sphère et m la masse par unité de surface. 

Si le point [ce, y, z) est à l'extérieur, V est nul pour R = «> ; donc 
C'= o; la limite de VR est égale à la masse; on a donc 

^-~R~ 



Moyenne du potentiel sur la surface d'une sphère et valeurs extrêmes 
quil prend dans un espace extérieur aux masses. 

18. Considérons des masses que nous pouvons supposer réduites à 
des points et décrivons une sphère qui renferme une partie de ces 
masses que nous désignerons généralement par m et laisse en dehors 
les autres que nous appellerons m\ Nous aurons, pour leur potentiel. 
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r, f étant les distances des masses m et m* au point P où l'on prend le 
potentiel. Mettons le point P sur la surface g de la sphère, puis multi- 
plions cette équation par Télémentcfe et intégrons dans toute l'étendue 
de cette surface; nous aurons 



/ ~ représente le potentiel de la surface d, pris au point /w, et / — ce 

potentiel au point m\ Si donc on désigne par r© la distance de m! au 
centre de la sphère, on a, d'après le numéro précédent, A étant le 
rayon de cette sphère, 

Or\ ~ représente le potentiel U des masses m' par rapport au 
centre de la sphère. On a donc enfin 

jy dfs — 4irA Sw 4- 4it A*U, 

formule donnée par Gauss et qui subsiste évidemment si l'on prend des 
masses continues. 

19. De ce théorème on conclut facilement plusieurs autres. 

Théorème. — Soit E un espace dans lequel on prend le potentiel de masses 
qui y sont toutes extérieures. Si ce potentiel est constant dans une partie 
de E, si petite quelle soit, Usera constant dans tout respace E. 

En effet, supposons que le potentiel ait une valeur constante g dans 
une partie G de l'espace E et que, dans une partie H contiguè à G et du 
même espace, V soit >^. Imaginons une sphère dont le centre soit 
dans G et la surface en partie dans G, en partie dans H. En appliquant 
le théorème précédent, nous aurons 

ou 
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équation impossible, car V — g^ est nul sur une partie de a et positif sur 
l'autre. 

Ainsi V ne peut être plus grand que g; on voit de même qu'il ne peut 
être plus petit. 

20. Théorème. — En dehors des masses, le potentiel ne peut être ni 
maximum ni minimum. 

Ce théorème se démontre comme le précédent. Si le potentiel est, 
par exemple, maximum en un point situé en dehors des masses, dé- 
crivons du point comme centre une sphère d'un ti es petit rayon. En 
désignant par g^ cette valeur maximum, nous aurons l'équation [a) ou 
(6), qui est impossible, puisque V est plus petit que g sur toute la sur- 
face <r. 

2i. Théorème. — Si des masses sont extérieures à une surface fermée 
quelconque (t, leur potentiel à l'intérieur de a a pour valeurs extrêmes les 
valeurs extrêmes qu'il prend sur g. 

En effet, le potentiel ne pouvant être maximum ou minimum en un 
point de l'espace intérieur à (t, d'après le théorème précédent, il est 
évident que sa plus grande et sa plus petite valeur seront sur n. 

Corollaire L — Si le potentiel de masses extérieures est constant sur 
la surface <r, il sera constant en tous les points intérieurs à a. 

Corollaire II. — Si les potentiels V et V de deux systèmes de masses 
extérieures à la surface fermée <j ont la même valeur sur (t, leurs valeurs 
seront les mêmes en tous les points intérieurs à g. 

En effet, V — V est un potentiel qui est nul sur <? et qui est, par con- 
séquent, nul en tous les points intérieurs à <s. 

Au reste, ce corollaire est renfermé dans le principe de Dirichlet. 

22. Théorème. — Si des masses sont intérieures à la surface fermée d, 
leur potentiel pris à l'extérieur de cette surface aura pour ses deux valeurs 
extrêmes deux des trois quantités suivantes : zéro et les deux valeurs ex- 
trêmes que prend le potentiel sur <5. 

En effet, le potentiel ne pouvant être maximum ou minimum en au- 
cun point de l'espace extérieur à <r, la plus grande et la plus petite va- 

4 
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leur de ce potentiel ne peuvent se trouver qu'à la limite de cet espace, 
c'est-à-dire sur a ou à l'infini, où il est égal à zéro. 

Corollaire. — Si le potentiel a une valeur constante sur g, il sera 
compris à l'extérieur entre cotte valeur constante et zéro. Si toutes les 
masses sont positives, le potentiel est toujours positif, et, à l'extérieur 
de <7, sa plus petite valeur sera zéro et sa plus grande aura lieu en un 
point de <?. 

23. Les limites du potentiel extérieur peuvent être également préci- 
sées quand la somme des masses intérieures à cr est nulle. 

Théorème. — Si des masses ont une somme nulle et sont intérieures à la 
surface <y, leur potentiel à rextérieur aura pour valeurs extrêmes les valeurs 
extrêmes qu il prend sur <i. 

Il suffit évidemment de prouver que zéro n'est pas une valeur ex- 
trême ou que le potentiel à l'extérieur a des valeurs positives et d'au- 
tres négatives. 

Si V n'est pas nul partout en dehors de d, il ne peut non plus, 
comme nous avons vu (n° 19), être nul dans toute une partie de cet 
espace. Soit donc B un point très éloigné où V n'est pas nul et où il 
est, par exemple, positif. Imaginons une sphère dont le centre est à 
l'intérieur de <? et dont la surface, passant par le point B, renferme en- 
tièrement'?. Soit^ la surface de cette sphère; en appliquant le théo- 
rème de Gauss, on aura 

or, par hypothèse, 2m = o; donc cette intégrale est nulle; donc V est 
négatif en certains points de la surface sphérique ^, et le théorème est 
démontré. 

Théorème. — Si des masses situées à l'intérieur de la surface a ont une 
somme nulle et que leur potentiel sur la surface g ait une valeur constante, 
cette constante est nulle et le potentiel est nul dans tout l'espace extérieur. 

En eflct, nous venons de voir que le potentiel extérieur a ses deux 
valeurs extrêmes sur g, l'une positive, l'autre négative, à moins qu'il 
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ne soit nul partout en dehors de a; donc V est nul sur ^ et à Fexté- 
rieur. 

Ainsi les forces provenant des masses sont détruites dans tout l'es- 
pace extérieur. 

Energie d'un système de niasses. 

24. Supposons d'abord un système de masses /?i|, m^, m.^, ..., con- 
centrées en des points; désignons par r^^, la distance entre deux de ces 
masses /W/, w, et formons la somme 



(0 






étendue à tous les produits de deux masses. 

Si ces masses s'attirent en raison inverse du carré des distances, le 
travail infiniment petit provenant du déplacement des masses du sys- 
tème sera 






et si nous désignons par Wo la valeur initiale de W, le travail accompli 
depuis l'instant initial seraW — VVo. Si l'on imagine que les points 
matériels ^/ii, /Wj, ... étaient d'abord éloignés tous les uns des autres 
de distances infinies et qu'ils sont venus dans l'état actuel du système, 
Wo sera nul et le travail accompli sera W. On appelle W le potentiel 
du svstème des masses m, sur lui-même ou encore Vénergie du svs- 
tème. 

L'expression (i) peut encore s'écrire 



^^=îS""S5=îS''"^" 



en désignant par V/ le potentiel en nii de toutes les masses, ex- 
cepté m,, le premier signe sommatoire portant sur l'indice s et le 
second sur l'indice i, et l'on a mis le facteur ^, afin de ne prendre 
qu'une fois chaque combinaison de deux masses. 

Si, au lieu de points disséminés, nous avons une ou plusieurs masses 
continues, désignons par r/cr et r/n' deux éléments quelconques du vo- 



^ 
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lume de ce système, par r leur distance et par p et p' les valeurs de la 
densité sur dxs et dxs' \ nous aurons 

pour l'énergie du système. 

25. Examinons ensuite deux systèmes de masses. Commençons en- 
core par supposer que ces niasses se réduisent à des points matériels, 
qui sont m,, w^, /W3, ... pour le premier système et w',, m!^, ... pour le 
second. Désignons respectivement par V et V les potentiels de ces 
deux systèmes, par \\, Va, ... les valeurs de V aux seconds points, 
par V',, V^, ... les valeurs de V aux premiers points. On aura 

mi V j -\- m, V, -h . . . = m\ Vi H- m'^ V,-f- . . . 
ou 

(3) 2mV'=:2/n'V. 

En effet, on voit immédiatement que chacun des deux membres repré- 
sente la somme 

r étant la distance entre m et m\ et la somme étant étendue à toutes 
les combinaisons d'une masse m du premier système avec une masse 
m' du second. 

Supposons, par exemple, que les masses m' soient fixes et attirent 
les masses m en raison inverse du carré des distances; alors, dans un 
déplacement infiniment petit des masses m, le travail rfW considéré 
précédemment doit être augmenté de rfW, ; le travail élémentaire ac- 
compli par les masses m sera donc 

Si les masses de chaque système, au lieu d'être disséminées dans 
des points, forment des masses continues, désignons par p la densité de 
chaque élément de volume dxs du premier système et par p' la densité 
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de chaque élément de volume dxs' du second. Nous aurons, au lieu de 
la formule (3), 

( 4 ) Wi r^ r V p dm -^ fv p' dm'. 

W, s'appelle le potentiel de l'un des systèmes de masses sur l'autre. Si 
nous réunissons les deux systèmes de masses en un seul et que nous 
désignions par W l'énergie du second système, il est évident que nous 
aurons pour l'énergie du système total 

26. Nous allons transformer les expressions (2) et (4) de W et W,. 
On a dans toute la masse, dont le volume est c?, 

tirons p de cette équation pour le porter dans l'expression (2), nous 
aurons 



SitJ 



Or, comme AV est nul partout en dehors du volume ci, on peut étendre 
l'intégrale à tout l'espace; car on n'ajoutera que des éléments nuls. 
Désignons par rfr l'élément du volume compris dans une sphère d'un 
rayon très grand R, décrite d'un point du volume u comme centre, et 
appliquons l'équation du n** 10 

en y faisant U ^\. Le dernier terme qui s'étend à toute la surface de 
la sphère est de l'ordre g et s'annule à la limite quand R = x> . On a 
donc 

l'intégrale s'étendant à tout l'espace. 

On peut transformer de même W|. En remplaçant p dans la for- 
mule (4)» on a 
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et, comme AV est nul en dehors de ct, on peut appliquer cette intégrale 
à tout l'espace. Appliquons la formule (5) au volume compris dans la 
même sphère et remarquons que le dernier terme sera encore nul; 
nous aurons 

W - — l'(— -^- ^^ "^^^ -- —\ d' 

* 4'ïïJ \clx dx dy dy dz dz ) 

l'intégrale s'étendant à tous les éléments (h de l'espace infini. 



**^< 



CHAPITRE IL 

POTENTIEL DE COUCHES DE MATIÈRE DISTRIBUÉES 

SUR DES SURFACES. 



Supposons qu'une surface soit recouverte d'une couche de matière 
excessivement mince et de très grande densité. Dans les applications à 
la Physique, on peut ordinairement ne pas avoir égard à cette épais- 
seur et considérer seulement la quantité de masse qui recouvre chaque 
élément de surface. Si Ton désigne par D la densité de la matière de 
la couche et par e son épaisseur très petite sur l'élément da de la sur- 
face et qu'on pose De = p, la quantité fda sera la quantité de matière 
située sur rfd et, comme on ne considère, en général, ni D ni s, mais 
seulement leur produit p, qu'on regarde comme fini, c'est cette der- 
nière quantité que l'on appelle la densité àe la couche. 

Gauss d'abord et ensuite la plupart des géomètres ont étudié l'attrac- 
tion des couches, en supposant immédiatement que leur épaisseur est 
nulle ou que la densité de la matière, dans le sens ordinaire du mot, 
est infinie. Cette fiction ne pourrait avoir quelque utilité qu'autant 
qu'elle apporterait quelque simplification. Or, au contraire, en prenant 
ainsi la question, la démonstration rigoureuse et directe du théorème 
préliminaire relatif à la densité d'une couche devient très difficile. De 
plus, avec ce point de départ, on est conduit dans la suite à faire dans 
les démonstrations des théorèmes une distinction entre les masses qui 
comprennent un volume et les masses superficielles, bien qu'elles rem- 
plissent le même rôle, ce qui est une complication fâcheuse. D'ailleurs, 
comme dans la nature, ces couches, si minces qu'on les suppose, ont 
cependant une épaisseur, cette manière de raisonner n'a certainement 
pas plus de rigueur, dès que l'on veut faire des applications des for- 
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mules obtenues. C'est pourquoi nous commencerons par supposer 
l'épaisseur des couches excessivement mince et non nulle. 

Il importe d'ailleurs de remarquer que l'on passe immédiatement du 
cas où l'épaisseur e est très petite au cas idéal où elle est nulle, et qu'au 
contraire, du cas où t est nul, il n'est pas possible de déduire tous les 
résultats qui s'obtiennent quand e est très petit. 



Formule qui donne la densité d'une couche. 

1. Il est aisé de vérifier par un exemple que la dérivée du potentiel 
d'une couche, prise suivant la normale, doit varier brusquement, 
quand le point P où l'on prend ce potentiel traverse la couche. Consi- 
dérons, en effet, une couche sphérique dont la densité est constante et 
égale a p. On a, pour son potentiel à l'intérieur et a Textérieur (Chap. I, 
n^ 17), 

R étant le rayon de la sphère et r la distance du point P à son centre; 
V, et Vj sont égaux pour r= R. Nous avons ensuite 

ar dr r- ^ 

Supposons que l'épaisseur de la couche soit e et corresponde aux 
rayons R — e et R, nous aurons donc sur les deux côtés de la couche 

^^'— o, pour r^iiR — 6, 
— = — 4icp, pour r = R; 

ainsi ces deux dérivées diffèrent de — /jt^p- H est évident que nous né- 
gligeons une quantité infiniment petite par rapport à la quantité 4^p* 

2. Prenons maintenant la question dans toute sa généralité. 

Soit une couche de matière BACF. Menons la normale kx à la sur- 
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face extérieure et désignons l'épaisseur très petite Aa par e. Décom- 
posons la couche en deux parties dont Tune renferme les points très 
voisins de Aa et dont l'autre contienne le reste de la couche. Si nous 
supposons qu'un point P se meuve sur Ax de A à a, l'attraction de la 
seconde partie de la couche sur P ne variera pas d'une manière sen- 
sible, puisque ce point lui est extérieur, mais l'attraction de la pre- 
mière partie sur P variera d'une manière sensible, comme nous allons 
le prouver. 

Effectuons le partage de la couche en deux parties au moyen d'un 
plan BC tangent en a à la surface intérieure; il en résultera un seg- 
ment BAC, dont il s'agit de chercher l'attraction sur le point P. 

Mettons l'origine des coordonnées au point A {/ig. i), en sorte que 




AP soit égal à jc; un point quelconque du segment aura pour coor- 
données a, 6, c, et si nous désignons par %? le potentiel du segment, 
son attraction suivant Ax sera 



dx 



/d "-=^ d.. 



l'intégrale étant étendue à tout le volume BAC. 

Prenons, au lieu dey et z, des coordonnées polaires a et 6; nous 
aurons 

r rzi sj u} -if- i^a — xYy dm-=z udud^day 
y, c/. y. [«'-4-(a-^)»]' 



(«) 



u, étant l'ordonnée nll. Si R est le rayon de courbure en A de la sec- 

5 



'î^l rExPTTfLZ rr. 

tion norm;»h BAC, on a 



f?t, »i Ton sijppO'if; U'S axefi ^1^^ v et dt-^ z «Ilrig»^^ suivant le:^ seotîon 
prinrripalr-s R varie avf^c h d'après Pi^qaâlîon 



K~ K R' 



on R', R'.Horit Wr:^ rayons de courbure prîn«M{MUX. 

Rf';r?irdoris d'abord la den-^it** D comme constante; nous aun>ns 

/» "' ndn — I I 



— I I 



2)\a^\a — jc )^ -^ — ^ 



en prenant le signe -j- oa — , de manière que le dernier terme soit 
^m\i\(f c'est-à-dire suivant que Ton a a<x ou a>x. D'après cela, 

séparons - en ces deux parties. 



--- - D / dh 1 da j — j 

"^•^ J. J. J. [u'-^ia^jrYY 




-^D/ dH 1 da 1 ; 

Jo Jr J, {u-^(a-joYY 




nous aurons 




p' ^^ /*"• (^ — x)udu /•' (rt — x)da ^ 


-eV, 


1 da É -' --' 3~-/ A_ -,-4-E_j 


--l»î>; 


on a ensuite 





/ 



^2l{a-^(a — a.-)* 
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et ce logarithme peut se développer de la manière suivante : 

log[R -\-a — x -hs/^Ka -h {a — jp)^^ 

= log(R -h a — j?) + ^— ^ 

I 2Ra-4-(a — ^)' I [2Ra-+-(a — ^YV 

il en résulte 

R 2R^ 4-(a — .r)' _ R [aRg -4- (a — ^)*p 

et, en négligeant les quantités de Tordre de e*, par suite les termes en 
6^, tx et a?*, on a 

yC (a — x)da ^, R — ^ -f- s y — e — 3j? 
"7 ^- -- - =: — Rlog— jT hs4-V2e - 
^ s/2\{a-h{a — œy ^ R - a: 3^1^ 

V^(® — ^^) ' 

On en conclut 

\/2ë(e — 3j?) I 

^ V^R 



et 






et? /•'" 



T . 



(A) . 

R' étant le plus grand des deux rayons de courbure principaux, posons 



ni 






'"ht ih^z t 

"II, , Hli^/.; 






'"""■ h..,, 






Ht' 






-M. in. 



^ Vnia^ 



. , . ""/''«Il (i/; ,„„,,.,, '"Tou,^ 

" ' -::;:::;:;r'"-::sf^^^ 



Il',, 



'■(I m., 

I * i., 



•'..),■, 



POTENTIFX DE COUCHES DE MATIÈRE DISTRIBUÉES SUR DES SURFACES. 87 

dont la différence est 

2TcD(e - 2^) - ^i^ K[(e -f- e'- 3.r) v/Ti^V-- eV^]; 

c'est la composante de l'attraction du segment DB'aC'EA suivant Ax. 
Si l'on fait la différence de cette force prise aux points A et «, on 
obtient 

4:: De — 4D v^aKsv^e 4- e'. 

Si l'on fait dans cette formule £'= o, on obtient, pour la différence de 
la composante de l'attraction du segment BAC sur les points A et a, 

47rDe -4Dv^K£*. 

5. Dans ce qui précède, on a supposé que les deux rayons de cour- 
bure principaux sont dirigés vers l'intérieur de la cavité de la couche. 
S'ils sont dirigés tous les deux vers l'extérieur, on voit immédiatement 
qu'on n'aura qu'à changer le signe de K dans les formules qui ren- 
ferment cette quantité. 

Si les deux rayons de courbure principaux au point a de la surface 
intérieure sont de sens contraire, au segment BAC que nous avons con- 
sidéré nous devrons substituer une partie de la couche que nous obtien- 
drons de la manière suivante. Dans le plan tangent en a, menons les 
asymptotes de l'indicatrice qui partageront le plan en deux parties T 
et T' et qui sépareront la surface intérieure en deux parties correspon- 
dantes dont l'une aura sa courbure vers l'intérieur et l'autre vers l'ex- 
térieur. Considérons le segment E de la couche qui a T pour base et 
qui est terminé à la surface extérieure; considérons aussi le segment E' 
de la couche compris entre le plan tangent en A et la surface inté- 
rieure et dont la base est égale à T'. Le segment formé de E et E' sera 
la partie de la couche que nous substituerons au segment BAC et dont 
nous chercherons l'attraction sur le point P. Alors les calculs du n° 2 
resteront entièrement applicables. 

D'une manière générale, désignons par R" le plus petit des deux 
rayons de courbure, abstraction faite du signe, et posons 
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R' et R'' étant supposés positifs ou négatifs suivant qu'ils sont dirigés 
vers l'intérieur ou l'extérieur et pour le signe =t, on prendra h- si R'' 
est dirigé vers l'intérieur et — dans le cas contraire. Alors la compo- 
sante suivant l'axe des x de l'attraction du segment BÂC ou du seg- 
ment E -h E' (suivant que les deux courbures principales sont de même 
sens ou de sens contraire) sur un point de ka sera donnée par la for- 
mule semblable à (Â) 

et la différence de cette force, prise aux points A et a, sera 



( 



S).-(£).=^"°-^»^'''-*- 



6. Il est aisé de voir que la valeur de ^-7 pour un point P situé sur 

ka est nulle. 

En effet, dans l'évaluation de cette dérivée, la ligne ka peut évi- 
demment être considérée comme un axe de symétrie du segment, à une 
quantité près tout à fait négligeable. Le point P situé sur cet axe ne 
subit donc pas d'attraction perpendiculairement à l'axe des x, et l'on a 

ay dz 

7. Dans ce qui précède, nous avons regardé la densité D comme 
constante; supposons maintenant qu'elle varie dans le segment, et 
examinons quel changement en résultera dans les dérivées de t?. 

Admettons que D puisse être représenté dans le segment par les 
premiers termes de la série de Taylor, c'est-à-dire par la formule 

,, ^ </Do </Do, e/Do 
^-^^^-d^'^^-db^^'dc'^ 

Do étant la valeur de D à l'origine des coordonnées; supposons aussi 
que le produit de chaque dérivée de D par une longueur finie soit de 
l'ordre de D. 

Pour calculer ^> il faudra remplacer D par l'expression précédente 
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dans la formule (a) du n^ 2; nous avons déjà calculé le résultat de la 
substitution de 0©; calculons celui de -^^^ En désignant par M la va- 
leur de -T-^> nous obtenons 

aa 

Ml d^ I ada I ; 

= M /* t/0 /* (a -x)ada\ 7', , — ± — — 1 

y. y. LVaKa-+-(a-^)* ^-«J 



="/ fe(^*-^S-ï]- 



M est supposé du même ordre de grandeur que D ou que -> puisque De 

est fini; donc cette formule est de Tordre de £, c'est-à-dire de l'ordre 
des quantités que nous avons négligées. 

On voit immédiatement que les parties de ^- qui dépendent de -^ 

et de -^— sont également négligeables. 
Examinons ensuite l'expression de 

on voit très facilement qu'on peut rejeter les parties qui dépendent de 
-^ et de -^' Remplaçons ensuite D par -^«^-6» et, en faisant 

nous aurons 

dû J H db J^ J^ J^ [u^^{a-^xYY 

ou, en effectuant deux intégrations, 



2^5^ I r^ _ ^os'orfo 

^ db ^ I / çQs' "sin'é 
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Cette formule suppose R' et Redirigés vers l'intérieur de la couche; 
on passerait, comme précédemment, au cas général. 

Ainsi, en ayant égard aux quantités de Tordre de De* , comme précé- 
demment, nous aurons 



TE 



d'Ç _ 2\/2 dD 
dy " T" db 



oj r^ cos'0^0 

/ /^s^ siri'o' 

^0 y IV "^Tr" 



it 



^ — iV5 ^0 « 



f /côs*0 siri-O 

V^ "R~ "^ "ir" 



dz 3 é/c 

V 

Ces deux dérivées sont indépendantes de x et ont, par conséquent, la 
même valeur aux deux points A et a. 

8. Le point attiré P étant situé sur la ligne Aa, nous avons obtenu 
la formule 



(S)r(s).=^"'-«»^-'- 



et les deux dérivées ^? -^ ont chacune la même valeur aux points A 

et a, et de l'ordre de De*. Désignons par t?, le potentiel de la couche 
quand on a enlevé le segment dont le potentiel est t;^, et représentons 

par V le potentiel de toute la couche, nous aurons 
l'expression 

\dx )^ \ dx /e 

est une quantité de l'ordre de De*, ainsi qu'il résulte du n^ 4; donc, en 
négligeant les quantités de cet ordre, nous aurons 

(£).-(a=^- 

La différence entre les valeurs de -^* ou de ~ \ prises en A et en a. 
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est tout à fait négligeable; donc chacune des dérivées -j- > ^ prend la 

même valeur en ces deux points. 

Menons au point A la normale extérieure n et au point a la normale 
intérieure n'; nous pourrons écrire l'équation {c) de cette manière 

Cherchons la différence d'action de la couche aux points A et a dans 
la direction d'une droite qui fait les angles a, p, y avec les axes de 
coordonnées ; soient F et F' cette composante de la force en A et a ; 
nous aurons 



P, (dW\ dV , d\ 



et, par suite, 



F — F'^ii'^pcosa. 



Concevons le cas idéal où £ devient nul et par suite D infini. Les 
dérivées -?-> :t-> -7- seront partout finies et V aura la même valeur 

dx dy dz ^ 

des deux côtés de la surface a et sera une fonction continue dans tout 
l'espace. 

Démonstration de la Jormule de la densité d'une couche, 

présentée par Poisson. 

9. La formule {e) du numéro précédent a été obtenue pour la pre- 
mière fois dans toute sa généralité par Poisson (voir Mémoires de V Aca- 
démie des Sciences^ p. 3i; 181 1). Elle avait été reconnue auparavant 
et expliquée d'une manière peu rigoureuse par Coulomb [mêmes Mé- 
moires, i788(*)], dans le cas où la couche n'exerce aucune action 

sur les points qui y sont renfermés, de sorte que ^, =0. Nous allons 

reproduire la démonstration qu'en a présentée Poisson; il dit qu'ayant 

(') Mémoires publiés par la Sttciétédc Physique^ t- I> P« 5^56. 

G 
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communiqué l'énoncé du théorème à Laplace, celui-ci lui a indiqué 
cette démonstration. 

Soit une couche infiniment mince et soient A et a deux points situés 
sur la même normale, le premier sur la surface extérieure de la 
couche, le second sur la surface intérieure. Désignons par R et R' les 
composantes de l'action de la couche respectivement en A et a suivant 
la normale intérieure Ace. 

Menons par le point a un plan perpendiculaire à Aa; ce plan par- 
tagera la couche en deux segments; celui qui a pour hauteur la 
flèche Aa sera infiniment petit par rapport à l'autre; mais les actions 
des deux segments sur A ou sura seront du même ordre de grandeur. 
Désignons respectivement par S et 5 l'action du grand et du petit seg- 
ment au pointa, estimée suivant Aa. Pour fixer les idées, supposons 
ces actions attractives, et nous aurons 

R'^S-5 

pour la force qui tire le pointa suivant Ax. 

En négligeant les quantités du second ordre par rapport à V épaisseur 
de la couche^ l'attraction du grand segment est évidemment la même sur 
les deux points A et a; avec un peu d'attention on voit de même que 
l'attraction du petit segment, soit sur le point A, soit sur le point a, 
est la même, pourvu qu'on néglige une quantité infiniment petite par 
rapport à cette force. Le point A est donc sollicité par les deux 
forces S et 5 qui agissent dans le même sens. On a donc 

R r^ S -^ v 
et, par suite, 

(a) R — R'— 2.V. 

Reste à déterminer s. Sur la normale Ax prenons un point C; de ce 
point comme centre décrivons deux sphères avec les rayons CA et Ca 
et supposons qu'elles comprennent une couche dont la densité est p. 
L'action de cette couche sur a est nulle, et nous avons vu (n° 1 ) que 
dans ce cas particulier la différence R — R' ou la quantité 2s est égale 
à 4'î7p. Or je dis que la quantité 2s aura la même valeur, quelle que 
soit la couche. 

En effet, considérons le petit segment sphérique coupé par le plan 
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perpendiculaire à Aa et mené par a, et par la droite AC menons un 
nombre très grand de plans qui divisent ce segment en p parties 
égales. La composante normale de l'action de chaque partie sur le 
pointa sera 



A' 2 TZO 

I 



et sera indépendante du rayon ÂC. Revenons au petit segment de la 
couche donnée et décomposons-le par les mêmes plans; chaque partie 
ainsi obtenue pourra être considérée comme appartenant à un seg- 
ment sphérique, et la composante normale de son action sur a sera 

^— -; donc l'action totale suivant AC du petit segment sur le point a 

sera s ~ 2:rp et, d'après la formule (a), on a 

comme il fallait le démontrer. 

11 est bon de remarquer que le passage que j'ai mis en caractères 
italiques et que j'ai reproduit littéralement n'est pas exact. II résulte 
en effet du n** 4 que la différence d'attraction du grand segment sur 

les points A et a est de l'ordre à^Disji ou py^e et non de l'ordre de De'. 
Toutefois cette inexactitude ne modifie en rien les conclusions. 



Fondions qui peuvent être représentées par les potentiels de couches 

distribuées sur des surfaces. 

10. Soit cj un volume limité par une surface ç; si les fonctions v, w 
sont dans cet espace des fonctions continues des coordonnées (a, i, c) 
d'un point, de même que leurs dérivées du premier ordre, on a cette 
équation (Chap. I, n° 10) 

( i) I ç Iwdtn — / iv Aç^ e/o = — / i' -7-7 d^ -h j «' ^-7 e/j, 

dn' étant l'élément de normale intérieure. 

Représentons par r la distance du point {x.y^z) au point (a, 6, r) 

situé dans l'élément de volume r/cy. Si nous faisons iv — -> et que nous 
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supposions le point {œ^y.z) dans le volume cj, l'équation précédente 

ne peut être appliquée k tout ce volume, puisque - est infini en ce 

point; mais on pourra l'employer pour tout le volume compris entre la 
surface a et une sphère très petite décrite du point {x,y,z) comme 
centre. Dans tout cet espace, Aw est nul, et si cfe' et rfcj' sont les 
éléments de la surface et du volume de la sphère, nous aurons 

— / - Aç^ f/nr 4- / - Ivdm'z^ — j v -7-7 da -\- l - 



I dv j 
V —r- ar 4- f - -7- a<T . 




-Î^-S-r 



Désignons par 6 et ^ les deux angles des coordonnées sphériques, et 
faisons tendre le rayon de la sphère vers zéro, nous aurons 

lim / - ^ c^ff'— limfr-^ / sin6d^rf<J; j z=zo, 



Ç di 

lim / i' —7- d^ 



= — t' / sin^ d^d^=z— 4irr, 



en mettant dans la fonction (^ les lettres x, y, z au lieu de a^ 6, c. On 
a aussi à la limite 

/ - lvdm':=:0. 

Donc, si l'on suppose que (^ satisfasse à l'équation 

cPç d*v d}v _ 

^"^ ~^ dl^ '^ db^ '^ dà* " "^ 
dans tout le volume ci, l'équation (2) deviendra 



(3) 



r di ^^ 



formule donnée par Green. 

Si, la fonction i^ satisfaisant aux mêmes conditions, le point {x, y, :;) 

est pris en dehors du volume ci, on peut faire immédiatement w= ^ 
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dans l'équation (i), et l'on a par suite, au lieu de (3), l'équation sui- 



vante : 



(4) 



^^y 'd^'^^'-fj-È'^'' 



11. Nous allons montrer ensuite comment certaines fonctions des 
coordonnées rectangulaires d'un point variable peuvent être représen- 
tées par les potentiels de couches de matière distribuées sur des sur- 
faces fermées. 

Théorème I. —Si une Jonction v de x, y, z satisfait à l'équation Ar = o 
dans tout l'espace situé en dehors d'une surface c et quelle y varie d'une 
manière continue, ainsi que ses dérivées du premier ordre, si de plus v^se 
réduit à l'infini à une constante bien déterminée, R étant la distance du 
point {x^y, z) àun point fixe ; alors cette Jonction peut être considérée 
dans tout cet espojce comme le potentiel d'une couche infiniment mince de 
matière distribuée sur a. 

Pour l'espace intérieur à <j, considérons la fonction donnée par le 
principe deDirichlet (Chap. I, n'^lG) et qui prend sur a la même valeur 
que la fonction v; désignons-la par v^; nous pouvons y appliquer la 
formule (4), et, en ayant égard à ce que Vi = v sur c, nous avons 



(5) 0:= 




r étant la distance de da au point {x^y, z) extérieur à <j. 

Appliquons ensuite l'équation (3) à la fonction v^ en prenant pour le 
volume CI celui qui est renfermé entre la surface a et une sphère a^ d'un 
rayon R très grand, décrite du point comme centre. Le point {x, y, z) 
est, en effet, intérieur à ce volume, et il en résulte 




(6) 1,^,^1 ,^d,-fl^^d,-^±if.d,,+ ^f^d,„ 



dn étant l'élément de normale à g intérieur au volume et, par suite, 
extérieur à la surface 9; dans le second membre on suppose que 
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dans ç on met a, b, c au lieu de ^, j, z. Or, par hypothèse, on peut 
poser, quand R est très grand. 



'"■R' dR"^ R*' 



A étant une constante fixe; les deux dernières intégrales sont donc 
nulles quand R devient infini. 
Ajoutons les équations {H) et (6), en remarquant que 



/• r 



dn' "^ dn " ^' 

puisque ^/i et dn' sont regardés comme positifs, et nous avons 



l\Tz J \dn' dn) r 



La fonction v donnée à l'extérieur de g peut donc être considérée 
comme l'expression du potentiel d'une couche distribuée sur a et dont 
la densité est 

P ^iz\dn'^dn) 

La démonstration qui précède a été employée par Green et lui a 
servi à prouver d'une manière indirecte la formule de la densité d'une 
couche. J'ai dû, toutefois, la modifier de façon à en conclure le théo- 
rème précédent. 

12. Le même théorème subsisterait, et sans changement dans la 
démonstration, si l'on y remplaçait la surface c par plusieurs sur- 
faces (T4, (j^y Il suffirait de considérer la fonction de Dirichlet à 

l'intérieur de chacune des surfaces <j,, Cj» •••• 

La fonction v^ que nous venons de considérer, étant complètement 
déterminée, dès qu'on donne sa valeur en tous les points des sur- 
faces (7,, (T^* • • - « ^^ 6^ conclut aussi : 

Théorème II. — // existe dans tout [* espace situé en dehors des surfaces 
fermées <7,, fs^^ • • • une fonction {^ de x^ v, 3 et une seule, qui est finie et 
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continue y ainsi que ses dérivées du premier ordre, qui satisfait à l' équa- 
tion \v =: Oy qui a en chaque point des surfaces g,, «Jj, ... des valeurs 
données, et telle enfin que Rç' tend vers une constante déterminée, quand 
la distance R du point (a?, y^z) à un point fixe cwit indéfiniment, 

13. Démontrons ensuite un troisième théorème analogue au pre- 
mier et relatif à l'espace renfermé dans une surface. 

Théorème III. — Si une fonction v de x^ y, z satisfait à l'équa- 
tion Ai' = o duns l'intérieur d'une surface a, et quelle y v^arie d'une 
manière continue, ainsi que ses dérivées du premier ordre, elle peut être 
considérée dans cet espace comme le potentiel d'une couche infiniment 
mince distribuée sur a. 

Considérons la fonction du théorème II, relative à l'espace extérieur 
à (7 et qui prend sur cette surface la même valeur que la fonction v, et 
désignons-la par f',. Appliquons la formule (4) à cette fonction, et, pour 
l'espace compris entre la surface a et une sphère <s^ d'un très grand 
rayon R, nous aurons, puisque v^ = v sur a et que le point {'V,y,z) 
n'est pas compris dans le volume, 

dont les deux derniers termes sont nuls à la limite, et il reste 



«=J"^'''-/7 



an 



D'autre part, la fonction v satisfait à l'équation (3) ou 



""'=] 'd^'"^'-/?^^'^'' 



Ajoutons les deux dernières équations et nous aurons 



i'^J r\dn dn' J 



'♦« 



'.E\?.mri Z 



V f.i^i Anfu: enfin Texpr^r^^Ion «ÎJ f-.-tr:.t'-:î i' 



,ir.f <-. z :h> i . " t !à drasilê 



4 - 



14- Supportons don*: «n ^y-tr^:'? -irr tr::^ •:»r»i:r.-r:'*5 p,. î^, .i,. tel 
que la surface '7 soit repr»^>*^ntr:r fir rr^iit::-:! 



an point de cette surface sera li-terîn'rie p^r les 0'»rl>cnee> 3,, S^: 
regardons s comme une fonctîoa qcr-!:-".:j'ie de î . ^. : aî>rs la s«>Ia- 
tion la plus générale de IV{"jt:>n A*" = o. supf->s^ 0'>ntinue ainsi 
que ses premières dérivées, sera d^ri^ee f^ir U f «rm-ile 



I <z 



/; 



r^i - /r. 



Remarquons que, suivant rhvpotbêse du théorème III, les dérivées 
premières de «? sont seules assujellît-s à être continues et que. d'après 
la fonction obtenue pour r, la continuité a lieu aussi p«>ur ses dérivées 
de tous les ordres. Les mêmes remarques s'etendf at à la fonction r du 
théorème I. Ces propriétés de continuité sont s^tlisfiites jusqu'à la sur- 
face «; exclusivement, même quand la densité :: est disi^ontinue. 

Dans l'expression a , donnons à r, v, z dr*s valeurs imaginaires et 
posons 

J =1 X -r- J" I, V ■== V — Vf, ^ = ^ — Z t^ 



I étant éjral à \ — i et J^*y\ z\ jt', v", z" des quantités réelles. Si a, h^ 
c sont les coordonnées de (h^ nous aunms à SMh-^titnf^r 



r =z \ ( or' — a -t- x' / r — 



A— r I -— . - — r — :r'i.« 



dans l'expression de r; il est donc évident que r et ses dérivées de 
di%'ers ordres ne peuvent devenir ni infinies ni discontinues pour 
aucun point imaginaire. Donc, si d'un point M quelconque, intérieur à 
la surface c, on abaisse la plus courte distance h à cette surface, la 
fonction sera développable par la série de Taylor, à partir du point M, 
dans une sphère décrite du point M comme centre avec h pour rayon. 
Il en est de même pour la fonction r à l'extérieur de c. 
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15. Si les deux fonctions ç' des théorèmes I et III, relatives, la pre- 
mière aux points extérieurs à la surface a, la seconde aux points inté- 
rieurs, ont sur cette surface la même valeur donnée, alors la densité 
trouvée pour la couche sera la même dans les deux cas et les deux 
fonctions ç' représenteront dans tout l'espace le potentiel d'une même 
couche distribuée sur <y. 

Ce résultat peut encore s'énoncer sous la forme d'un théorème donné 
par Gauss, mais prouvé par lui d'une manière toute différente : 

On peut toujours distribuer sur une surface et d'une seule manière une 
couche de matière ^ de sorte que son potentiel ait des valeurs données en tous 
les points de cette surface. 

En effet, on peut concevoir à l'intérieur de i la fonction de Diridilet 
et à l'extérieur la fonction du théorème II, ayant toutes deux les mêmes 
valeurs sur la surface a, et ces deux fonctions, d'après ce qui vient 
d'êtiedit, sont égales au potentiel d'une même couche distribuée sure 

16. Le potentiel d'une masse intérieure à g remplit les conditions 
de la fonction v du théorème I et le potentiel d'une masse extérieure 
à (7 remplit celles de la fonction v du théorème III, et l'on en conclut : 

Théorème. — Le potentiel d'une masse M située à r intérieur ou à l'ex- 
térieur de la surface d, pris respectivement à V extérieur ou à /' intérieur de g, 
peut être remplacée par le potentiel d'une couclie de matière convenablement 
distribuée sur a. 

De plus, si la masse M est intérieure à <7, la masse de cette couche est 
égale à M. En effet, si Ton appelle M' la masse de la couche, on aura, 
quand R grandit indéfiniment, 

lim(Ri') = M, lim(Ri^) -M'; 

donc M' = M. 

Supposons que, au lieu d'exiger que le potentiel de la couche soit le 
même que celui de la masse M intérieure ou extérieure, on demande 
que l'action de la couche soit la même que celle de la masse M; alors il 
suffit que les deux potentiels ne difR'rent que d'une constante. 

Dans le premier cas, oii M est intérieur à t, les deux potentiels con- 

7 
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sidérés doivent être nuls à l'infini ; ils sont donc é^aux entre eux et Ton 
retrouve la distril)Ution précédente. 

Dans le second cas, où M est extérieur ii 't, ;i la couche trouvée précé- 
demment ajoutons une couche dont le j)otentiel ait la valeur con- 
stante C sur c, sa valeur sera aussi constante ii Tintérieur Chap. I, 
11° 21), et, en faisant varier C, on fera varier la masse de la seconde 
couche proportionnellement. Donc la masse de la couche résultante est 
quelconque. 

Sur la jonction de Grccn. 

17. La fonction de (ireen est une fonction de v, >% z, qui, dans 
rintérieur d'une surface t, satisfait à ré([uation AU — o, qui y varie 
d'une manière continue ainsi que ses dérivées du pi'emier ordre, 

excepté en un point I où hi fonction devient infinie comme --) /' étant 

la distance du point (.r,^>', z) au point I, enfin qui s'annule sur la sur- 
face T. 

Désignons, en général, par la lettre I un point intérieur ii t, par la 
lettre E un j)oint extérieur, par .AI un point pris sur cette surface, enfin 
par R(A, B) la distance entre deux points quelcon([ues A et B. 

11 est d'ahord facile de reconnaître Texistence de la fonction de 
Green. En effet, si Ton distribue sur r^ une couche S dont le potentiel e 

ait pour valeur ,. ■ xi v t'n tout point M de t, U = - — ç' sera la fonc- 
tion de Green. 

U = - — r pour tout point extérieur [.i\y,z) peut être considéré 
comme un potentiel et, étant nul sur t, il est nul à Textérieur (Chap. 1, 
n" 22) : donc le potentiel ^' de S dans un point extérieur E est égal à - 

ou , , ,, -• Ainsi Ton aura, en désignant par p^I) la densité de la 
couche S qui dépend du point 1, 



/ 



PU) ÏTTTJr-xT: '^' 



Ku/7, E) 1^1, E) 

Désignons le potentiel de la couche S au point intéiieur I par F 1, l'î. 
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nous aurons 

et, (j?',y, s') étant les coordonnées du point T, cette fonction satisfait à 
l'équation 



('') ^'^--;7,.-- *;7,- "-Tfr --"• 



d*T rf^V d^r 

1 



et elle se réduit à ^ , ,, quand le point V vient sur la surface g. 

Considérons une seconde couche semblable à S et dont le potentiel 
par rapport à un point extérieur quelconque E soit „ ' ^ > en sorte 
qu'on ait 



rfr' étant un élément quelconque de g. Cette équation ayant encore lieu 
quand le point E vient sur l'élément d(j de la surface, on a 



fpiV) 



' d.':^ ' 



R(d^,d<j') ~R{l',d7) 



Remplaçons le second membre par l'intégrale dans la formule (a), et 
nous aurons 

r(I,I')=//p(I)P(I')H(5^''"'<^- 

On en conclut 

r(I,r)-.r(lM), 

et d'après (6), .r, jk> ^ étant les coordonnées du point I, 

^ ^r ^r ^r 
^^=ZP'-^dp^d^^''' 

Ainsi la fonction de Green 

ne change pas quand on permute respectivement x, y, z avec x\ y, z\ 



J2 



(;iiAPiTi\i: If. 



18. I)rsii;n()ns |);ii' \ une fonclion de .r. >-, r (|iii s;ilis(ait à Tiiitr- 
ricMii* (le -7 ;iiix CiHidilions du piiiicipi» dr Dii'ichlct cl dont la Milciir est 
donnée sur c(*llc sniTaco. On peut exprimer la lonclion \ an moyen 
de U. Appliquons le raisonnement du n'* 10, en faisant (t- - L' au lieu 

de - > et nous aurons, au lieu de ré(iuation f '> de ee nun]éro, 



*. r/i 



\. r/\' 



(/// étant réléuîeul de norujale inlérieuie et le point r', y\ z' ^ étant 
pris sur t. (^omme U est nul sur n, eelte formule devient 

y - ^ /v ■;;', 0-^. 

La eouelie S a pour pot(Mitiel au point intérieur V 



\\\A) 



H(l,l'; 



n-l. 



et eett(* formule suhsistiM'ait si 1/ était extérieur, à condition de faire 
r - o, et Ton en conclut pour la densité de la couche S 



On a donc aussi 



\ 






Kn rcf^^ardant V comme le potentiel d'une masse extérieures à t, on 
retrouve immédiatement cette fornjule. Hn edet, soit dr/t un élément 
d(» cette niasse et posons r -- R( 1, dm). Le potentiel de la couche S en 

cet élément est-; on a donc - -z j ~ J d^,, en faisant /' - \\(h,(lm)\ 

r)ïultiplions par dm et intégi'ons dans toute Tétendue de la masse m, 
nous aurons, pour le potentiel en I, 

10. On a, pour res[)ace extérieur à la surface» fermée -7, des résultats 
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tout semblables a ceux que nous avons obtenus pour l'espace intérieur, 
et il nous sulTira de les énoncer. 

Désignons par r(E, E') le potentiel pris en E' d'une couche S, dont 

le potentiel est représenté par -^ p \i \ ^" *^^^ point M de a; la fonction 

sera nulle sur a et à l'extérieur satisfera aux conditions ordinaires du 
potentiel, excepté qu'elle deviendra infinie comme „ p .., au point E. 

Cette fonction ne changera pas par la permutation des deux points E 
et E'. 

V étant le potentiel d'une masse intérieure à g, sa valeur sera donnée 
k l'extérieur par la formule 



v-^/vS^- 



et. si p, est la densité de la couche S,, on aura aussi 



k':= TVp'.rfT. 



Potentiel d'une couche sphérique, 

20. Proposons-nous de déterminer le potentiel d'une couche spbé- 
rique, en supposant connue la valeur de ce potentiel sur la surface de 
la sphère. Aux coordonnées rectangulaires x^ v, z d'un point substi- 
tuons les coordonnées polaires r, 6, ^ dont l'origine est au centre 
d'après les équations 

.r = rcosO, / =: rsînO cos^', ^ — rsînOsin^/. 

La fonction U de Green dépend de deux points (r, v, 5), [x\y\z') 
dont les coordonnées deviennent (r, 0, ^), (r', 6', <]/'). On vérifie immé- 
diatement que la fonction 

U - =1 - - ^ ' 
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011 l'on fait 

/? — cosÔcosO'-i- sin6sin6'cos('^ — ^')^ 

satisfait aux conditions imposées à la fonction de Green. 

Déterminons d'abord le potentiel V de la couche à l'intérieur de la 
sphère, en désignant par/(6, ^{;) sa valeur donnée k la surface. Pour 
cela, appliquons la formule 

nous aurons 

an' ar 

et, par suite, 



On trouve ensuite 






(«•-h /•- — 2arp) 

et il en résulte la formule de Lagrange et Poisson 

'xarpY 






Pour obtenir le potentiel à l'extérieur, il faudra changer le signe de 
la dérivée de U, et par suite aussi celui de l'expression obtenue pour V. 
Ainsi, on désignant par Y' le potentiel pour un point extérieur, on a 



'/_ _ 



a(r*-^a^) r^"" ^m /•'' /(«', 'I'')sîn0'^' 



Jo Jo («M-r» — 



larp) 



2t. Calculons la densité p de la couche sphérique, en partant de la 
formule 



-^''?--(^)_-(SL' 



Nous considérerons le point de la surface qui correspond à 9= o; 
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toutefois, comme Taxe polaire peut être pris arbitrairement, nous pour- 
rons considérer le résultat que nous obtiendrons comme général. 
6 étant égal à zéro, nous aurons/? = cosô'. Posons 



^/ /(0',f)^V-F(e'); 



alors F(O') sera la valeur moyenne dey(0', A') le long du parallèle donné 
par Tangle 0'. Si nous posons de plus 






les expressions de V et Y deviendront 



V=: / ^^ — j avec w<i, 



V — / ^ — 7 avec M > I . 



(» — 2" 



2 • » 



cosO'-t- W*)* 



Avant de différentier V par rapport à r, faisons-lui subir une trans- 
formation; nous avons d'abord 



= --4^A(«V '■ r 

Jq (i — aacosO'-H «*)* 



2V = - 



et, en intégrant par parties, 



L(i 4- aa 4- a*)* (i — 2M-H«')*J 



i H / ^^-^ — 



A (I — 2M 



1. 
(l — 2MCOS0'4- m')' 



Les radicaux de cette formule sont essentiellement positifs; on a donc 



t y*1C 






= F(o) r{it)-\ / 

J^ (l-2W 



1 
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DifTcrentions cette expression par rapport à i/, nous aurons 



dr du u} tr \u- J I , a^ . *\1 



2a -, - 1= 2 



a-")/"^ 







cosO'-f u}) 






dh'. 



Pour // = I, le dernier terme est nul; pour le prouver, il suffit de véri- 
fier que l'intégrale qui multiplie a n'a pas d'éléments infinis; or 

pour u = I elle devient 






4 1 . e' 

sm - 



et nous prouverons ci-dessous que pour 0'— o la quantité soumise au 
signe d'intégration reste finie. Donc, en faisant u = i ou r= a, nous 
aurons 






dr 2a 2a 2a § .6' 

sm — 



Les calculs qui précèdent conviennent à V avec un léger change- 
ment. L'expression (a) changée de signe donne 2V', mais dans 



F^o) 



1 



(l — 2M -h «/') 

il faut encore considérer le dénominateur comme positif, et, comme f^ 
est > I, il faut le prendre égal a w — 1, tandis qu'il était égal à i — w 
précédemment. Comme on n'a pas à faire d'autre modification, on 
obtient 

5:=__lf(o)--lf(.)-^-l rimf. 

dr 2a ^ ^ 2a ' 2a I .6' 

/ sm — 

Il en résulte la formule donnée par Dirichlet 
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22. Nous allons maintenant démontrer que l'intégrale qui se trouve 
dans cette expression n'a pas un élément infini pour ô'=o. En effet 
la fonction /(O, ^) peut être considérée comme une fonction mono- 
drome des coordonnées x^ y, z d'un point de la surface de la sphère; 
or on a 

ûc — a cosO, / == a sinO cos<^, zz=za sin6 sin^', 

et ces expressions ne changent pas quand on y remplace 6 par — 6 et 
^ par ^-hTz; donc la fonction 

doit être égale à 

et, comme/doit avoir par rapport à v|/ la période 27:, cette intégrale est 
égale à 

~f V(-o,4')^4' = F(-0). 

F(0) est donc une fonction paire. Il en résulte que la dérivée F'(6) est 
une fonction impaire qui renferme en facteur. Donc l'expression 
trouvée pour p est finie et déterminée. 



8 



CHAPITRE m. 

POTENTIEL LOGARITHMIQUE. - POTENTIEL CALORIFIQUE. 

SECOND POTENTIEL. 



Nous étudierons dans ce Chapitre des fonctions qui jouissent de pro- 
priétés analogues à celles du potentiel et qu'on rencontre aussi en Phy- 
sique mathématique. 

POTENTIEL LOGARITHMIQUE. 

Préliminaires, 

1 . Supposons que nous ayons à considérer l'attraction, sur un point, 
de masses ayant la forme de cylindres infinis dans les deux sens et dont 
les génératrices sont parallèles à une même droite /; supposons de plus 
que la densité reste la même le long de toute droite parallèle à /. Pre- 
nons des axes de coordonnées rectangulaires, l'axe des z étant paral- 
lèle à la droite /, et le plan des x^y étant mené parle point qu'on sup- 
pose attiré suivant la loi de la raison inverse du carré de la distance. 

Examinons d'abord l'attraction d'une droite parallèle à l'axe des :; 
sur le point; désignons par r la distance du pointa la droite et nous 
aurons pour l'attraction qui sera dirigée suivant la perpendiculaire à 
cette droite 

/* û?2 —'F ^ 1*— ^ 

L'attraction d'un filet cylindrique, dont la densité p sera constante 
et dont la section droite sera rfw, aura pour valeur 2p — > et ses compo- 
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santés suivant les axes des x et des j seront les quantités 



ci(ù a — X dtà b — y 

2 , 2 -(y 

^ r r ^ r r 



OÙ a, b désignent les coordonnées d'un point de rfw, et les mêmes com- 
posantes de l'attraction d'un- cylindre seront 



-ajp^^-^u), -.^jp^^j^di^. 



les intégrales étant étendues à tous les éléments rfo> de la section droite 
du cylindre. Ces deux composantes peuvent être représentées par 

dV dV 

dx dy 

en posant 

(a) y=z I plog^doi. 

Nous désignerons cette expression avec M. C. Neumann sous le nom de 
potentiel logarithmique, et cette fonction satisfait à l'équation 

rf« V ^ V _ 
dx^ dy* 

Ainsi au problème proposé nous substituons celui de l'attraction sur 
un point d'une surface recouverte d'une couche de matière et dont les 
différents éléments agissent sur un point en raison inverse de la dis- 
tance. 

Le potentiel d'un cylindre droit d'une longueur 2A par rapport à un 
point situé à égale distance des plans des deux bases devient infini, 
quand h grandit indéfiniment, et la fonction 2 V peut êlre considérée 
comme différant de ce potentiel d'une constante infinie. On conçoit 
donc facilement que la fonction V doit jouir de propriétés analogues à 
celles du potentiel ordinaire. 

D'après les raisonnements qui ont été donnés pour le potentiel dans 
le Chapitre I (n'^S), on peut démontrer que la fonction deor, j, fournie 
par la formule (a), est continue ainsi que ses dérivées du premier 
ordre. 
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Valeur de AV à l'intérieur de la masse. 



2. Posons 



AV- — — 



et pour trouver de la manière la plus simple la valeur de AY quand le 
point [oc^y) est à l'intérieur de la masse, considérons de nouveau la 
masse cylindrique indéfinie. De ce point comme centre avec un rayon 
infiniment petit, décrivons une sphère et soient U, le potentiel relatif 
à la partie de la masse renfermée dans la sphère et U2 le potentiel 
relatif à la partie de la masse restante que nous supposerons d'abord 
terminée entre les deux plans s = it= A; nous aurons 

^*U, ûf»U, rf*U, 

rf*U, d^\S^ rf'U, 



dx^ dy' dz* 

en ajoutant, et remplaçant U, -h Uj par U, 

d*\] d^[] d'I] , 

Si l'on suppose que la longueur 2 A des masses cylindriques devienne 
infinie, U devient indépendant de z et l'on a 

mais, d'après le numéro précédent, U est égal à sV, à une constante 

près; il en résulte 

d^y d}y 



-dx^-^ dy^"^-^""^' 

On peut aussi démontrer cette formule directement en suivant l'ana- 
lyse des n®' 7 et 8 du Chapitre I. D'abord, conformément au n" 5 de ce 
rjiapitre, on a ce théorème : 

Soient U et F deux fonctions continues de ,r, v, ainsi que leurs dérivées 
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premières^ dans une surface plane co, V intégrale 



ff^'Z^^y 



étendue à la surface co est égale à 



j {]¥ cosXds — / F -^- rfo), 



dx 



la première intégrale étant étendue à toute la ligne s qui termine ia^ et ^ 
étant l'angle de la normale avec l'axe des x. 

Désignons par a, b les coordonnées d'un point de rfa>, et nous trou- 
verons comme a Tendroit cité 



dV 

dx 



- ^-f? cosXlog -^ ds-hj'^^ log^dt^, 

rf*V r COsXcOSa , rdp COSat . 

_ — — I p cls-h I -f- aw. 

du'' J ^ r J da r 

On décrira ensuite un cercle infiniment petit du point {oo,y) comme 
centre et Ton partagera le potentiel en deux parties : Tune V< relative 
à la masse renfermée dans le cercle, et l'autre Vj relative à la masse 
restante. Hlnfin on démontrera facilement que Ton a AV, = — 27:p. 

Énoncé des propriétés caractéristiques du potentiel logarithmique. 

3. Le potentiel V d'une ou plusieurs masses situées dans le plan 
des X, jK» étant pris par rapport au point (^,j), jouit des propriétés 
suivantes : 

\^ S et ses premières dérivées par rapport àx^y sont des fonctions con- 
tinues de Xy y dans tout le plan; 

2** Si nous désignons par R la distance du point (x^y) àun point fixe ^ 

V 

la limite ^^ ~ r u ' qunnd R grandit indéfiniment, tend vers une con- 
stante déterminée qui est la masse totale. 

3** Si Von evcepte certaines lignes où W est indéterminé, on a dans tout 
le plan 

AVi^— 27ÎS, 
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p étant la densité de la masse au point [x^y) et ayant pour valeur zéro, 
s'il n'y a pas de masse en ce point. 

Réciproquement, soit une fonction V qui satisfait à la première et à 
la troisième condition où p est une fonction donnée dans un espace fini 
10 et a une valeur nulle en dehors; posons 



M 

V 



-jpdîù; 



si de plus la limite de j — ^ est égale à — M, quand R grandit indéfi- 
niment, V est le potentiel logarithmique d'une masse située sur w et 
dont la densité est p en chaque point. 

Cette proposition se démontre comme celle du n° 15 du Chapitre 1. 
Énonçons enfin ce théorème, qui se démontre comme celui du n° 16 
de ce Chapitre : 

Dans tout espace plan limité par une ligne fermée 5, il existe toujours 
une fonction y de x, y et une seule qui est continue ainsi que ses premières 
dérivées, qui satisfait dans tout point de cet espace à V équation 

AV=io, 

et qui a en chaque point de la courbe s une valeur finie et déterminée. 



Fonctions qui peuvent être représentées par le potentiel logarithmique 

de couches mises sur des lignes fermées. 

4. Désignons par co une surface plane limitée par une ligne s; si v 
et w sont deux fonctions des coordonnées a, h de tout point de w, qui 
sont continues ainsi que leurs premières dérivées, on a cette équation 

( i) / i' Air dtù — j w ^v dm =i — 1 ^ ~^~ ds -i- 1 iv - ; ds, 

dn' étant l'élément de normale intérieure à la ligne s. 

Désignons par r la distance du poini (-r,j) au point {a,b) situé sur 
Télémcnt r/w. Si le point {x,y) est situé sur oj, nous ne pouvons pas 
faire ^v = loj^r, puisque logr devient infini quand le point (r/, h) vient 
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en {v,y). Mais, du point P comme centre avec un rayon infiniment 
petit, décrivons un cercle; alors, avec cette valeur de iv, l'équation 
sera applicable à toute la partie du plan comprise entre le cercle et la 
ligne s. Dans tout cet espace on aura A(v = o, et si nous désignons par 
ds* et dta' les éléments de la circonférence et de la surface du cercle, 
nous obtiendrons 

l — / loj2:r.Arrfa> ^ j logr. Arrfco'- — / r -^-^^- ds -h / logr -j^ ds 

Il est très aisé de voir que la deuxième et la sixième intégrale sont 
nulles et qu'on a pour la cinquième 



/■ 



V — - — ds' = 2irr, 
dr 



en mettant dans v les lettres x^ y au lieu de a, 6, 
Supposons ensuite que ^ satisfasse à l'équation 



d*v d^v 



sur toute la surface w, et l'équation (2) deviendra 

(3) a,:. = -.y. ^^^p ds -h^logr ^^ ds. 

Si le point {x^y) est pris en dehors de la surface w, on peut faire 
immédiatement w = logrdans l'équation (i) et l'on obtient 

(4) o = -fv''^lfr.ds+f\ogr.^l,ds. 

5. Les deux formules (3) et (4) permettent de représenter certaines 
fonctions des coordonnées d'un point par des potentiels de couches 
distribuées sur certaines lignes; les théorèmes qui en résultent sont 
entièrement semblables à ceux des n'^Ml, 12, 13 du Chapitre 1, et 
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ils se démontrent de la même manière. II nous suffira donc de les 
énoncer : 

Théorème I. — Si une /onction v de j:, y satisfait à l'équation \v = o 
dans toute la partie du plan des x^ v, située en dehors d'une ou de plu- 
sieurs lignes fermées s et quelle y soit continue ainsi que ses premières 
dérivées; si, en outre, lorsque le point (x, v) va à une distance très grande, 
V se réduit à l'expression 

AlogR-h ^, 

ou A ^/ B sont deux constantes, et^la distance du point [x^y) à un point 

fixe, en négligeant les quantités de V ordre rr^; alors v peut être considéré, 

dans toute cette partie du plan, comme le potentiel logarithmique de 
couches distribuées sur les lignes s. 

Théorème II. — Il existe dans tout l'espace situé en dehors des courbes 
fermées s^^ s^f ... une fonction de x, y et une seule, qui est finie et con- 
tinue ainsi que ses premières dénWes, qui satisfait à l'équation 1{^ = o, 
qui a en chaque point des courl}es 5, , 5^, ... des valeurs données et telle 
enfin quà une distance R de F origine elle se réduit à l'expression 

A log H -h 1^ > 

où A et B sont des constantes, en négligeant les quantités plus petites que 
celles de l'ordre j. • 

Théorème III. — Si une fonction 9 de x^y satisfait à V équation Av = o 
dans l'intérieur d'une courbe s et quelle y varie d^une manière continue 
ainsi que ses premières dérivées, elle peut être considérée dans cet espace 
comme le potentiel logarithmique d'une couche située sur la courbe s. 

Fonction analogue à la fonction de Green. 

6. D'après les raisonnements qui ont été donnés au Chapitre II 
(n° 17), il existe une fonction U de x, y : i** qui satisfait à Téqua- 
lion AU = o dans l'intérieur d'une ligne fermée 5\ 2® qui satisfait aux 
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conditions de continuité, excepté en un point (^'»y ) où elle devient in- 
finie comme log-> r étant la distance du point {oc, y) au point {x\y'); 

3*^ qui s'annule sur le contour s. Cette fonction reste invariable, quand 
on permute x, y avec x\ y'. 

Soit ensuite une fonction V qui satisfait dans Tintérieur de s aux 
conditions de continuité et à l'équation AV = o ; si sa valeur est donnée 
sur 5, cette fonction aura pour valeur 

V ^ -1 fy i"", ds. 

i-K J an 

Dans le cas où la courbe s est un cercle dont le rayon est a, dési- 
gnons par (R, 6) et (R',ô') les coordonnées polaires des points [x^y) 
et [x\y)\ on vérifie facilement que la fonction 

U T:-Jlog[R*4-R'*-2RlVcos(e^— 6')] 

rR*R'* 1 

H- i log --^ - -h a* - 2 RR' cos (6 — 6') 

satisfait aux conditions imposées à la fonction U. 
Nous aurons ensuite 

d^ _ (^\ _- î!!zi^!! 

e//i'"" "\t/R7R.=a"«[a'4-R»— aaRcos(0 — Ô')j" 

Désignons par/(6) la valeur de V donnée sur le cercle et nous aurons 

lie 



~~ an J a*-^ R*— 2aRcos(( 



cos(e — 6') 
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Considérations générales. 
7. Je vais reproduire sur la solution de l'équation 

(i) àu^:^ — a*w 

des théorèmes que j'ai exposés précédemment {Journal de UouvUle^ 

9 
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1872 et 1879). ^Gtte solution se présente dans la Théorie de la cha- 
leur. Si nous supposons, en effet, un corps solide homogène qui se 
refroidisse, sa température en un quelconque de ses points satisfait à 
Téquation, où / est le temps, 

(2) AV=:A-^, 

el Ton représente en général V par une série de termes qui sont de la 
forme i/^~^'', où u n'est fonction que de Xy y, z et qui satisfont séparé- 
ment à Téquation (2). La fonction u satisfait donc à une équation de la 
forme (i), et elle est évidemment une fonction continue de ^, j, 5, 
ainsi que ses premières dérivées; c'est la fonction que nous nous pro- 
posons d'examiner. 

Soient a, 6, c les coordonnées rectangulaires d'un point fixe, et 
.r, y y z celles d'un point variable; enfin soit r la distance de ces deux 
points, en sorte que 

on peut d'abord vérifier que l'expression satisfait à l'équa- 
tion (i). 

Supposons ensuite différents points (a, 6, c), (a', 6', c'), . . , où se 
trouvent concentrées des masses /w, m\ m'\ . . . , et soient r, r', r", . . . 
leurs distances au point [x^ r, z)\ il est évident que la fonction 






satisfera également à l'équation (i). Enfin à des points matériels dé- 
terminés substituons une ou plusieurs masses continues, dont nous 
désignerons l'élément de volume par du H la densité par p; nous ob- 
tiendrons l'intégrale 

(3) ii=j —y-? dm, 

étendue à toutes les masses et qui satisfera à l'équation (i), pourvu que 
le point {xjy^ z) soit extérieur aux masses. 

Imaginons que chaque élément des masses précédentes exerce sur 
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le point (a?, j, s) à la distance rune attraction égale à sa masse multi- 
pliee par ; les dérivées de u par rapport a a?, y, 5 don- 
neront les composantes de l'attraction de la masse entière sur le point 

Nous désignerons l'expression (3) sous le nom de potentiel cahri- 
/ique. L'expression 



/ 



sma/" , 

oam 

r 



satisfait aussi à l'équation (i), même si le point (^, y, z) est inté- 
rieur à la masse; mais elle est moins utile à considérer que l'expres- 
sion (3). 

8. On peut faire sur le potentiel calorifique une théorie analogue 
à celle du potentiel ordinaire Y, et, en faisant ensuite a = o dans les 
résultats obtenus, on en déduirait ceux que nous avons exposés dans 
les Chapitres I et II. 

On démontre, comme pour le potentiel V, que u est une fonction 
continue de x^ y, s, ainsi que ses premières dérivées. Je dis ensuite 
que, si le point [x^y^ z) est situé à l'intérieur de la masse, on a 

En effet, décrivons une très petite sphère dont le centre soit au point 
(j;,y, z) et posons 

a = Mj H- tt„ 

i/i étant la partie de u qui correspond au volume de la sphère, et u^ la 
partie restante. Nous aurons d'abord 

Ensuite, on voit bien facilement que At/i est égal à 

oii dx désigne l'élément du volume de la sphère; or AV est égal a 
— 4^^?; ^n a donc 
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el, comme u, est infiniment petit, en ajoutant (6) et (c), nous aurons 
l'équation (a). 



Sur la solution de r équation Ai'^a^v'. 
9. Avant d'examiner la solution de l'équation 

(i) Am — — a-w, 

nous nous occuperons de celle de l'équation 

(2) Af'izra'r, 

qui est plus facile, afin de nous préparer à l'étude de la fonc- 
tion u. 

En changeant a en a y^— 1, on voit que la fonction 



/ 



COsCarv'— i) , 
^ pars 



satisfera à l'équation (2), pourvu que le point (^, j, s) soit pris en 
dehors des masses. 

Théouème. — I® // existe une fonction ç de a?, j, z qui est continue 
ainsi que ses dérivées premières à l'intérieur d'une surface fermée (y, qui 
satisfait dans cet espace à V équation 

Ar z= a* Vy 

et qui possède une valeur donnée U en chaque point de la su/face. 2® Une 
seule fonction satisfait à ces condàions. 

Posons en général, pour abréger, 



<''")-=(e)'-(5")*(î")> 



fduY /duy 



et désignons par u une fonction de x, j, 5, assujettie à être continue 
ainsi que ses dérivées du premier ordre et à être égale à la fonction 
donnée U en chaque point de la surface. Il existe une infinité de fonc- 
tions qui satisfont à ces conditions; cherchons celle qui rend mini- 
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mum Texpression 

et désignons-la par ^. Posons 

h étant une constante et u une certaine fonction; alors l'expression (2 
deviendra 

Appliquons la formule 

et cette expression prend cette forme 

Ç[{l^vy -+- «' ^•'] dm-ih f\j ^~ da 

— 2h A (At^ - oi^ç) dm -h h* AcDo)» -4- a«u«] ûfm. 

Le second terme de cette formule est nul, parce que i» est nul sur a 
d'après l'hypothèse, et, pour qu'il y ait minimum pour w — t^, il faut 
que le troisième terme qui change de signe avec h soit nul, quel que 
soit i»; il faut donc, pour le minimum cherché, que l'on ait 

pour tous les points situés à Tintérieur de <?. 

Reste à prouver qu'il n'existe pas une seconde fonction / qui satis- 
fait aux mêmes conditions. En effet, la fonction V — v — / satisferait 
aux mêmes conditions de continuité et à l'équation 

de plus, elle serait nulle sur la surface g. 
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Nous pouvons prendre dans l'équation (3) les deux fonctions égales 
à V et nous en concluons 

il en résulte que V est nul ou que / ^ t^ dans tout le volume u. 

Si Ton change a'^ en — x^ dans ces raisonnements, ils cessent d'être 
applicables, car on ne peut plus dire que l'expression qui remplace (2) 
est évidemment susceptible d'un minimum, ni que l'équation qui rem- 
place (4) exige que V soit nul dans tout le volume w. 

10. Considérons un volume zs limité par une surface a et écrivons 
l'équation connue 

(5 ) I {> Iwdm — I w ^vdTs^=i— I V -^-j dv -{- I w -7-; d^. 

m 

Désignons par r la distance du point (a?, j, z) à un point (a, 6, c) de 
dx3. Si le point (j?, j, z) est situé en dehors du volume ct, on peut faire 
dans cette équation 



COSa/' 



et si l'on suppose, de plus, que v satisfait à l'équation 
l'équation (5) devient 



(6) 



/ COSïA* 

/• , rcosar dv , 



Si le point (.r, y, 5) est intérieur au volume ct, on décrira une sphère 
de ce point comme centre avec un rayon infiniment petit et on appli- 
quera l'équation (5) au volume compris entre cette sphère et la sur- 
face G, et, comme au n® 10 du Chapitre II, on obtiendra 



/ f j rcos'. 



, ^ , . • j I costr dv 
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Si i> était solution de Téquation 

on aurait les mêmes équations (6) et (7) avec le seul changement de 
a en a y — I . 

1 1 . Théorème I. — Se une fonction v de x^ y, z satisfait à l'équation 
Ai^ = a^r dofis tout l'espace situé en dehors d'une surface a et quelle y soit 

continue ainsi que ses dérivées premières, si de plus Rç' e/ R^ -^.^ consentent 

des valeurs finies quand la distance R d'un point fijoe\ au point [x^ y^ z) 
déifient infinie, alors cette fonction peut être considérée dans tout cet espace 
comme le potentiel calorifique d'une couche distribuée sur a. 

Pour l'espace intérieur à g, considérons la fonction fournie par le 
théorème du n° 9 et qui prend sur c la même valeur que la fonction ç; 
désignons-la par v', et appliquons à f^, Téquation (6). Alors, en raison- 
nant comme au-n® tl du Chapitre II, on trouvera 

I C[dv\ c?iA cosfx/V— , 

'•=- 4^7 Kdn' + dn) -H-— rf'- 

Le théorème est donc démontré et la densité de la couche est 



f fd%\ ds. 



;) 



4tî \dn' dn 

Remarque, — La fonction v de ce théorème est complètement déter- 
minée dès qu'on donne sa valeur sur la surface <j et elle servira à dé- 
montrer le théorème suivant : 

Théorème II. — Si une fonction {^ de x^ y^ z satisfait à l'équation 
^ç =1 çL^v dans l'intérieur d'une surface n et qu'elle y soit continue avec ses 
premières dérivées, elle peut être considérée dans cet espace comme le po- 
tentiel calorifique d'une couche distribuée sur a. 

En raisonnant comme au n^ 13 du Chapitre II, on trouvera que la 
densité de la couche est 

diTK 
dn') 
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r, étant la fonction du théorème précédent qui a la même valeur que v 
sur la surface <7. 

Supposons un système de trois coordonnées tel que la surface c soit 
représentée par la constance d'une des coordonnées. Un point de la 
surface sera représenté par les deux autres coordonnées ^,, ^^.,; regar- 
dons p comme une fonction quelconque de p, et^a; la solution la plus 
générale de Téquation Ai' = ol^ç, assujettie toutefois aux conditions de 
continuité, sera représentée à l'intérieur de <s par la formule 

(V) ,^y"£2«(i^v'"£ïjprf,. 



Solution de l'équation Au=^ — a* m. 
12. Revenons maintenant à la solution de l'équation 

(a) Am ^ — oL^u^ 

prise à l'intérieur de la surface a. On voit d'abord immédiatement que 

(B) u.f'-^';r,a. 

sera solution de cette équation, et il reste a prouver que ce sera la so- 
lution la plus générale, en admettant toujours les conditions de conti- 
nuité. 

En effet, la fonction p de p, et % pourra être développée en une série 
dont tous les coefficients constants seront arbitraires, et si nous rem- 
plaçons p par ce développement dans la formule (A), la fonction v sera 
aussi développée en une série dont les coefticients dépendront respec- 
tivement des premiers et pourront être aussi considérés comme arbi- 
traires. Ces coefficients seront déterminés par la condition que v ait 
une valeur donnée en chaque point de la surface <?. 

Si, dans le calcul précédent, on change a en ay— i, les coefficients 
resteront réels et ils seront déterminés de telle sorte que a soit une 
fonction donnée de ^i et {i^ en tous les points de n. 

Donc on peut trouver, en général, une fonction de la forme (B), et 
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une seule, qui ait une valeur donnée en chaque point de a. Il peut 
cependant y avoir exception pour des valeurs particulières de a qui 
rendraient infini un des coefficients de la série qui représente la 
fonction u. 

En effet, tous les coefficients des termes du développement de (B) 
étant d'abord arbitraires, chacun de ces termes satisfait à l'équation 

et si l'un de ces termes s'annule sur a, son coefficient devient en géné- 
ral infini; le problème devient donc impossible. Mais alors on a la so- 
lution d'un autre problème, qui consiste à trouver une fonction (B)qui 
s'annule sur g. 

Les raisonnements du n^ 11 prouvent d'ailleurs que la solution la 
plus générale de l'équation (a) est de la forme (B). 



Solution de l équation ^-^ -h ^- = — oru. 

13. Supposons que la fonction u ne dépende que de x^ y et que 
l'équation à laquelle elle satisfait se réduise à 

d^u d}u , 

On peut d'abord vérifier que les expressions 



f cos(arcosci))rf<i), N=i/ cos(«rcost«))log(rsin*t«))rft«) 



M 





satisfont à cette équation. On pourrait ensuite reprendre successive- 
ment sur l'équation (6) des théorèmes tout semblables à ceux que 
nous avons obtenus pour l'équation à trois coordonnées 

Mais nous nous bornerons à énoncer le théorème le plus important. 
Théorème. — La solution la plus générale de V équation [b) dans l'es- 

lO 
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pace compris sous une ligne s peut être mise sous lajorme 



fNpds, 



en désignant par p une fonction qui varie le long de la ligne s. La fonc- 
tion w, en général, peut de plus être déterminée de manière à être une 
fonction donnée sur le contour; il y a toutefois exception pour des valeurs 
particulières de cl. 

Ce théorème a lieu quand même la ligne s qui renferme la surface 
plane se compose de plusieurs lignes fermées et séparées. Dans le cas 
où s ne se compose que d'une ligne fermée, la solution précédenlepeut 
se mettre sous la forme 



/> 



M p ds. 

De même, si la surface a se réduit à une seule surface fermée, la 
solution de l'équation (c) peut se mettre sous la forme 



/sinar , 



Nous ne démontrerons pas toutefois ici ces deux théorèmes. 

14. Pour mieux fixer les idées, considérons le cas le plus simple 
où la courbe s est un cercle dont nous désignerons le rayon par R, et 
adoptons des coordonnées polaires, R etO, dont l'origine est au centre. 
La fonction u de R et qui satisfait à l'équation {b) est périodique par 
rapport à 6, et la période est it:. Donc, d'après un théorème bien 
connu, u est développable dans une série de cette forme 

Co-h CiCOS6-4-CtCOS20 4-. . .4-C«cos/i6 -h. . . 
-+- D, sin6-4- D, sin20 + . . .4- D„sin/ie 



• • • » 



OÙ Ca* D„ sont indépendants de 0, mais sont fonctions de R; en substi 
tuant cette série dans la transformée de l'équation (6) 

d}u i du \ d^it j 
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on trouve que C«, D„ satisfont à Téquation 

et, comme Q^ doit rester fini pour R — o, il a pour valeur 






-I 



) 2^ 1 ,2{n \- i) (n -h 2) 

2' . I . 2 . 3 ( « -h I ) ( W 4- 2 ) ( 



., / I •••Il 

n-h6) ]' 



à un coefficient près. Ainsi, en désignant par Â„, B;, des coefficients 
arbitraires, on a 

«-- AoQo(R, «)-^ .•.■»- (A„cos/i6 4 B„sin/i6)Q„(R, a) -h. . .. 

On pourra déterminer tous les coefficients et d'une seule manière, 
de sorte que u soit égal sur le contour à une fonction périodique don- 
née/(6), et Ton aura 

Il y aurait néanmoins exception dans le cas où a serait racine d'une 
des équations 

{d) Qo(Rt,«;— o, ..., Q«(Ri,a)---0, ...; 

car deux des coefficients deviendraient infinis. Dans le cas plus parti- 
culier où l'équation Q«(R|,a) - o serait satisfaite et où les deux inté- 
grales qui entrent dans A„ et B,, seraient nulles, alors A,^, B;, pourraient 
être quelconques. 

Si l'on veut que la fonction u soit nulle sur toute la circonférence du 
cercle, tous les coefficients seront nuls en général; mais il y aura 
exception si a est racine d'une des équations {d); si celle de rang/i -m 
est satisfaite, on aura la solution 

u — (A«cos/^0 -h B/i sin«0) Q,4(R, a). 
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13. Cet exemple aide à mieux faire comprendre le théorème sui- ' 
vant, qui résulte du n^ 13 : 

On peut, en général^ déterminer une /onction et une seule qui satisfasse 
à r équation 

dans l'intérieur d* un contour S 9 qui y soit Jinie et continue y ainsi que ses 
dérivées du premier ordre ^ et qui ait en chaque point de ce contour une va- 
leur variable et donnée arbitrairement. Il y a toutefois exception pour de 
certaines valeurs de x se suivant, les unes les autres, à des intervalles; et, 
pour ces valeurs de cl, il existe une fonction v différente de zéro et satisfai- 
sant à toutes les conditions précédentes,' sauf qu elle s' annule sur le contour, 
au lieu d'y être une fonction arbitraire. Cette fonction v, substituée dans la 
formule 

(a) u^=i (Asinatcl-f- Bcosatc/)^, 

où ketH sont des constantes arbitraires, fournira une solution de V équa- 
tion 

d}u ^(d}u d*u\ 

qui doit être satisfaite à l'intérieur de s, et à laquelle on adjoint la condi- 
tion que V soit nul sur le contour s. 

Ce théorème donne la véritable définition de la solution simple de 
l'équation (6). 

L'équation {b) est celle qui régit le déplacement normal de chaque 
point d'une membrane vibrante; la formule (a) représente donc le 
mouvement vibratoire simple d'une membrane fixée sur le contour s 
qui la termine. On sait par l'expérience que les mouvements vibra- 
toires simples ont une tendance à se produire séparément, bien que le 
mouvement le plus général doive être la somme d'une infinité de ces 
mouvements. En effet» comme ils donnent des sons incommensurables 
entre eux, il faut qu'ils se montrent isolément pour pouvoir donner un 
mouvement périodique. 
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16. Nous allons démontrer des théorèmes généraux relatifs à la so- 
lution de Téquation 



ou 















AAa 


:-. 








dUi 
dx' 


-+- 




-h 


d^u 
dz' 


-h 2 


d^u 
dy* dz" 


4-2 


d^u 
dz* dx^ 


4- 2 


d'^u 
dx^d 



-^0. 



Cette équation se rencontre dans la théorie de l'élasticité. En effet, 
quand un corps solide, homogène, et dont l'élasticité est la même dans 
tous les sens, est en équilibre d'élasticité et se trouve déformé sous 
l'influence des pressions exercées à sa surface, les projections du dé- 
placement d'un point quelconque de l'intérieur du corps satisfont à 
cette équation, et les composantes des forces élastiques qui ont lieu à 
l'intérieur du corps sur des éléments plans parallèles aux plans des 
coordonnées satisfont à la même équation. 

J'ai déjà présenté les théorèmes qui suivent [Journal de Idouville, 
t. XIV, 1869). 

Formules relatives à l'expression AAa. 

17. Supposons uri corps dont le volume est n et qui est limité par 
la surface a et considérons la formule (Chap. I, n° 10) 

(I) - Jiludw-^J ulvdxsf-.^-J v-^^'^,da-hj u^^^^^ 

si nous y changeons v en Au', nous aurons 

(-2) / lu lu' dm =z I u llu'dxn — / lu' ,dv ~\- lu , - dv. 

Dans la formule (1), u et ^ sont supposés continus, ainsi que leurs 
premières dérivées; donc, dans la formule (2), u est assujetti aux 
mêmes conditions, et Aa' et ses premières dérivées seront supposés 
continus. 

Comme le premier membre de l'équation (2) reste invariable par la 
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permutation de u et u\ il en doit être de même du second, et Ton en 
conclut 

I u ^\u ara — I Am -7—, a j -h / w -7-7 «^ 

r / . r. au' r , d^u , 

:_: I U l^u dm — I A// -— d<j -h I u —j—j aa, 



OU 



(3) 



/ u^^u'dm — / u'^ludm 
] Cl di^iC ,d\u\ ^ r( du' ,du\^ 



il est évident que celte équation aura lieu si les fonctions w, u! et 
leurs dérivées des trois premiers ordres sont continues. 

La formule (3) remplit dans la théorie de Téquation AAm = o un 
rôle analogue à celui de la formule (i) dans la théorie de l'équation 
Aw — o. 

Définition et propriétés du second potentiel. 
18. Considérons le potentiel donné par l'intégrale triple 



W^fff'L(j'^M)dadbdc, 



étendue à un volume n et dans laquelle r désigne la distance du 
point (;r,j, z) au point (a, 6,c); on a 

aV~o ou ^\ =z— ^Tz^{x,y, z), 

suivant que le point (^,7, -) est situé en dehors ou en dedans du vo- 
lume CJ. 

Remarquons que l'on a 

Aa* — -, par suite aa/-::zo; 

puis considérons la fonction 



iv 



=^ I I I r(^{a, bf c) dadh dc^ 
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nous aurons 

et ensuite 

L'équation (a), et par suite Téquation (i), ont lieu quand même le 
point (^, j, 5) est intérieur au volume ct; alors, en effet, la fonction sou- 
mise au signe d'intégration deviendra infinie au point (a?,j, 5); mais, 

cet infini n'étant que de l'ordre -> si Ton applique cette intégrale au 

volume d'une sphère infiniment petite dont le centre est en ce point, 
on n'obtient qu'un résultat infiniment petit. 

L'équation (b) ayant lieu dans tous les cas, on obtient, en prenant 
le A des deux membres, 

si le point (^, v, z) est extérieur au volume u; 

s'il est intérieur. 

J'appellerai w le second potentiel de la masse renfermée dans u, et 
quand je voudrai distinguer V de w, je nommerai V le premier poten- 
tiel de la même masse. Si l'on suppose l'unité de masse concentrée au 
point (^fj,^)» les dérivées de ç^ par rapport k x, y^ z représenteront 
la répulsion de la masse du corps sur ce point, en imaginant une action 
mutuelle entre deux molécules, selon laquelle elles se repousse- 
raient suivant la droite qui les joint et indépendamment de leur dis- 
tance. 

19. Imaginons une couche de matière infiniment mince répandue 
sur la surface a; en désignant par p la densité de cette couche et par r 
la distance du point {x,y, z) à da, nous aurons, pour son second po- 
tentiel. 



(c) 



u' ::- I pr(h; 



8o CHAPITRE III. 

w en dedans et en dehors de cette couche satisfera k l'équation 
AA(v = o et de plus y variera d'une manière continue, ainsi que toutes 
ses dérivées. Désignons par r et r' le premier potentiel de cette couche 
suivant que le point (a?, j, 5) est à l'intérieur ou à l'extérieur, et de 
même par (v et w' l'expression (c) dans ces deux cas ; nous aurons 

P""" '^^\dn' '^ dn)'~"~ Si\dn' "^ ^diT )' 

et, lorsque le point traversera la couche, la fonction ^v et ses dérivées 
des deux premiers ordres varieront d'une manière continue; mais il 
n'en sera pas de même, en général, pour les dérivées du troisième 
ordre. 

Sur une solution de r équation AAm == o. 

20. Je dis qu'on peut toujours trouver une fonction u qui satisfait à 
l'équation 

(i) AAw=o 

à l'intérieur de la surface d, qui y varie d'une manière continue avec 
ses dérivées des trois premiers ordres, et dont la valeur et celle de son 
A sont données à la surface. 

On peut satisfaire au problème en posant 



(2) 



u =:w -h Vy {f ^=1 j ^ c^cT, wz=z j pr da, 



p et p' étant fonctions des coordonnées de chaque point de la surface c 
et r étant la distance du point (a?, j, s) à r/(j; {^ et w sont, par consé- 
quent, les premier et second potentiels de deux couches de matière qui 
recouvrent cette surface. 

La fonction t = ^sv satisfait, d'après (1), à l'équation 

u — o, 

et puisque Aa a une valeur donnée ç sur la surface, t = Aiv = Ai^ a la 
même valeur sur cette surface; donc, d'après un théorème connu, / 
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sera complètement déterminé; on peut de plus le mettre sous la forme 
si Ton prend 

w=: I pr dtj, 

on aura A^v = / et, sur la surface a, ^w sera égal à ç. 

Connaissant w, on aura la valeur de ^ à la surface en retranchant 
celle de w de celle qui a été donnée pour a; par suite, i^ sera complète- 
ment déterminé. 

Ainsi le théorème est démontré et, de plus, on voit comment on 
peut mettre la solution sous la forme (2). 

Solution générak de l'équation AAu =: o. 
21 . Considérons une fonction u de j?, j, z qui satisfait à Téquation 

dans rintérieur de la surface a et supposons que u et ses dérivées des 
trois premiers ordres y varient d'une manière continue. Dans l'équa- 
tion (a) du n® 17, faisons u' = Uy et nous aurons 

Alors supposons que, sur la surface a, u satisfasse à l'un des deux 
systèmes de conditions 

I» 11 = 0, Aii=ro; 

du 
a = o, ^,^0; 

l'équation précédente se réduira à 



/ (A||)'c/bJ:=0, 



On en conclut que Aa est nul en tous les points intérieurs à a et, par 

11 
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suite, u est lui-même nul dans la même étendue; car on sait que lors- 
qu'une fonction u satisfait à l'équation ^u = o dans l'intérieur de a et 
s'annule à cette surface, elle est nulle en tous les points intérieurs 
(Chap. I, n^2l). 

De là il est facile de conclure qu'il ne peut exister qu'une fonction 
qui satisfasse a l'équation 

AAtt:=0 

dans l'intérieur de la surface d, qui y varie d'une manière continue 
avec ses dérivées des trois premiers ordres, et pour laquelle 

du 
u, Am ou u. -j—, 

an' 

aient une valeur donnée à la surface. 

Supposons en effet qu'une seconde fonction u' puisse satisfaire aux 
mêmes conditions et posons 

satisfera en tous les points du volume u à l'équation 

AAei=o 

et satisfera sur la surface à l'un des deux systèmes de condition 

e = o, Ae =z o 

ou 

d^ 

6 = 0. ^,=o; 

donc, d'après ce qui a été démontré ci-dessus, est nul en tous les 
points intérieurs et l'on a w'= w. 

22. Nous avons vu que l'on peut toujours trouver une fonction de 
la forme 



u=i I prd<j-{- I —d<jy 



dont la valeur, ainsi que celle de son A, sont données sur la surface a, 
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et de ce qui précède nous concluons les deux théorèmes suivants : 
I® Il existe une fonction ^ et une seule, qui satisfait à l'équation 

dans r intérieur de la swface d, qui y varie d'une manière continue avec 
ses dérivées des trois premiers ordres, et dont la valeur et celle de son A sont 
données à la surface, 

2® Toute Jonction a, qui satisfait , à l'intérieur de a^ à Inéquation 
\^u = oet qui est assujettie aux conditions précédentes de continuité, est la 
somme du premier potentiel d'une couche qui recouvre la surface a et du 
second potentiel d*une autre couche recouvrant la même surface. 

Ce second théorème donne l'intégrale générale de l'équation aux dif- 
férences partielles, intégrale dans laquelle les densités p etp' des deux 
couches sont des fonctions quelconques des coordonnées de la surface d. 

On a un théorème semblable au premier des deux théorèmes précé- 
dents et dans lequel on se donne, à la surface, ^ 6t ^,> au lieu de u et 

Ali; j'en ai donné la démonstration dans mon Mémoire; mais je ne la 
rapporterai pas ici. 

Sur V équation A Ai/ = o réduite à deux coordonnées. 

23. Si l'on suppose que u ne dépend pas de z, l'équation AA^/ = o 
se réduit à 

d^u d^u d^u 

dx^ dx^ dy'^ dy^ 

Posons 

/••= (a? — a)» -H {y — é)*, 

et nous aurons 

Considérons les deux fonctions de x et j^ 

y — Ç Ç\o%-^^{a,b)dadhy i4^ = f ffr^log^-h '^^\^{a,b)dadb 
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et regardons ces intégrales doubles comme étendues à une surface Cl. 
Désignons de plus V et ^ sous le nom de premier et de second potentiel. 
On a, comme on a vu (n*^ 2), 

aV=io ou =z— 2T.^(a:,y)y 

selon que le point {x,y) est extérieur ou intérieur à la surface £2; on a 
d'ailleurs 

et il en résulte 

suivant les deux cas. 

Les définitions précédentes du premier et du second potentiel étant 
adoptées, il suffit d'appliquer les raisonnements des numéros précé- 
dents pour retrouver, sur la solution de l'équation AAw = o réduite à 
deux dimensions, des théorèmes semblables à ceux qui ont été trouvés 
pour trois dimensions. Je me bornerai à énoncer le théorème suivant : 

Toute /onction qui satisfait dans l'intérieur de la courbe s à l'équation 

d^u d^ii d^u 

dx^ dx^ dj* ~^ dy^ 

et qui y est continue, ainsi que ses dérivées des trois premiers ordres, est la 
somme du premier potentiel d'une couche qui recouvre la courbe s et du 
second potentiel d'une autre couche mise sur le même contour. 

Ainsi elle est de la forme 



J^rMog p H- ^ U 6^5 4- JlOg i 4/ 6^5, 



(p, ^ étant deux fonctions d'une coordonnée propre à déterminer un 
point du contour ^ et r la distance du point {x,y) à l'élément ds. 
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COMPARAISON DE LA THÉORIE DU POTENTIEL 
AVEC CELLE DE LA CHALEUR. 



Le potentiel d'une masse quelconque satisfait, partout en dehors de 
cette masse, à l'équation 

(a) * aV"0. 

Or concevons un corps isotrope, en sorte que la propagation de la cha- 
leur s'y fasse de la même manière dans tous les sens, et supposons que, 
sous l'influence de sources constantes de chaleur, il se trouve en équi- 
libre de température ; la température V d'un point quelconque ( x, y, z) 
de ce corps satisfera à l'équation (a); elle doit être, comme le poten- 
tiel, une fonction continue des coordonnées de ce point, et ses déri- 
vées premières sont aussi continues; car, si l'on désigne par q le coef- 
ficient de conductibilité, les flux de chaleur, estimés par unité de 

surface, 

dV d\ dW 

"^dr' ~Uf' "^^' 

qui traversent un élément plan perpendiculaire aux axes des a?, des y 
ou des ;5, doivent être des fonctions continues. On voit donc immédia- 
tement qu'il existe une très grande analogie entre le potentiel et la 
température d'équilibre d'un corps; mais nous démontrerons, déplus, 
qu'il y a identité complète entre ces deux fonctions, en sorte que tout 
problème sur le potentiel peut être remplacé par un autre relatif à un 
équilibre de température. 
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Démonstration de la Jormule AV = — 4^p« 
1. Il est bon de remarquer que l'équation 

où V est le potentiel d'une masse dont la densité estpaupoint(ir,j^, 2), 
peut être démontrée comme celle qui donne le mouvement de la cha- 
leur dans un corps; cette démonstration a été donnée par Riemann. 

Considérons un parallélépipède rectangle infiniment petit situé dans 
la masse et dont les côtés parallèles aux axes des x^ y Qi z sont dési- 
gnés par dxy dy, dz, et appliquons-y la formule de Gauss 

(A) ff-d,^-~^.M 

(Chap. I, n® 14) (*); l'intégrale s'étend à toute la surface du parallé- 
lépipède et M est la masse supposée continue qui y est renfermée. 

L'élément dn de normale étant mené extérieurement, la partie de 
cette intégrale qui se rapporte à la face dydz située à l'abscisse x aura 
pour valeur 

la partie de la même intégrale pour la face parallèle dont l'abscisse est 
X -hdx sera 

et nous aurons l'expression 

pour les deux faces. On a donc, pour le premier membre de l'équa- 
tion (i), 

/d'\ d^y ^'V\ , , , 

(>) Il faut alors adopter, non la démonstration du n° 12, mais celle du n*" 14; car la 
première suppose le théorème à prouver. 
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on a d'ailleurs, pour le second membre de Téquation {b), 

— f\Tzp dx dy dz. 

On obtient donc enfin 

(e) AV-— 4^p 

et, si le point (a?,j^, z) est pris en dehors de la masse, 

Si y avait désigné la température d'un corps, il serait entré dans le 
parallélépipède un flux de chaleur représenté par l'expression (c) mul- 
tipliée par q et il en serait sorti un flux représenté par l'expression (rf) 
changée de signe et multipliée par le même coefficient, et, dans le cas 
de l'équilibre de température, en exprimant que la chaleur totale 
entrée dans l'élément est nulle, on obtient l'équation (/). On aurait 
l'équation {e) si l'on imaginait que le corps fiît le siège d'une source 
de chaleur qui produisit par unité de volume et dans l'unité de temps 
uVie quantité de chaleur égale à — 4'^5'P- 

Si V désigne un potentiel, on peut regarder l'expression (c) comme 
une quantité de force qui traverse la première face dydz et la dési- 
gner sous le nom de/lux de force. 

2. On démontre aussi le théorème de Coulomb (Chap. II, n^ 9) au 
moyen de l'équation {b). Supposons une couche infiniment mince dis- 
tribuée sur une surface et dont le potentiel ait une valeur constante 
en chaque point de cette surface. Soit d(j un élément de cette surface, 
et construisons un canal qui ait pour section da et dont la surface 
soit formée par des lignes de force (Ghap. I, n? 2); menons deux sec- 
tions droites rfdi, cfe^, l'une extérieure à c, l'autre intérieure. La valeur 

de ^ est nulle le long des faces du canal et à l'intérieur de <;, et il 

reste 

p//«T étant la masse qui couvre c/d, et en supposant ^t, infiniment voi- 
sin de dfjf on obtient 
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Identité du potentiel et de la température d'équilibre, 

3. Beaucoup de théorèmes sur le potentiel deviennent à peu près 
évidents, quand on leur substitue ceux qui y correspondent dans l'é-. 
quilibre de température. 

Ainsi, par exemple, supposons un corps dont tous les points de la 
surface sont maintenus à des températures fixes et données, ce corps 
tendra vers un équilibre de température qui est parfaitement déter- 
miné. Cette proposition revient évidemment au principe de Dirichlet 
démontré au Chap. I, n** 16. 

En second lieu, supposons que la température soit maintenue la 
même en tous les points de la surface d'un corps, la température d'é- 
quilibre aura la même valeur en tous les points intérieurs. Cette pro- 
position revient à celle-ci : Si des masses sont situées à l' extérieur d' une 
surface et que leur potentiel soit constant sur cette surface y leur potentiel 
aura la même valeur en tous les points intérieurs. 

Les couches de matière qui recouvrent des surfaces et dont on prend 
le potentiel correspondent, dans la théorie de l'équilibre de tempéra- 
ture, à des sources de chaleur mises au contact de ces surfaces. 

4. Si V représente la température d'équilibre d'un corps isotrope, 
V n'est défini qu'à l'intérieur de la surface a qui limite ce corps; mais, 
comme nous pouvons alors définir arbitrairement la fonction V en de- 
hors de cet espace, imaginons que le corps T renfermé sous c soit pro- 
longé en tous sens jusqu'à l'infini, en supposant toutefois que le corps 
T soit séparé du corps extérieur T par une couche infiniment mince 
qui est le siège d'une source de chaleur. Appelons aussi V la tempéra- 
ture d'équilibre de T'. 

L'intensité de la source est fixe, mais varie d'un point à un autre de 
la surface ; la température sera d'ailleurs la même à la limite de l'es- 
pace T et à la limite de l'espace indéfini T'; enfin on suppose de plus 
que la température soit maintenue à zéro à une distance infinie. 

D'après ce que nous avons vu (Chap. II, n** 15), la fonction V à l'in- 
térieur et à l'extérieur de a est identique au potentiel d'une couche de 
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matière distribuée sur ç, et Ton a 



l\TzJ \dn dn' ) r ' 



r étant la distance du point (^,y, :ï) à Télément dfi. 

Sur un élément cIg de la surface, établissons la continuité de la ma- 
tière entre T et T'; alors les flux de chaleur normaux à cet élément 
seront les mêmes dans T et T'; nous pouvons donc écrire pour cet élé- 
ment 

dV _. d\ ., 

~'^d-n' = ^' ^^"-^' 

ces flux proviennent de la source de chaleur entretenue à la surface a, 
diminuée de la portion infiniment petite qui recouvre l'élément dfj. 
Or, de plus, la partie de la source de chaleur située sur rfi envoie deux 
flux normaux de même intensité adr;, mais de sens contraire, l'un à 
l'intérieur de a, l'autre a l'extérieur. On a donc 

d\ ,, ^V ,, 



et il en résulte la formule 



d\ dV__'2a 

dn' dn <y 



dans laquelle 2a est la quantité de chaleur fournie sur da par la source 
dans l'unité de temps et par unité de surface. En introduisant cette 
quantité dans l'expression de Y, nous aurons 



2Tzq J r 



Surfaces isothermes ou de niveau. 

5. Si l'on considère un système de masses dont on prend le poten- 
tiel V, les surfaces de niveau sont celles sur lesquelles le potentiel est 
constant. Concevons, d'autre part, .un corps solide indéfini, creusé 
d'une ou plusieurs cavités renfermant des sources de chaleur qui 
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restent fixes, la température d'équilibre du corps sera déterminée par 
ces sources et les surfaces pour lesquelles la température sera la même 
sont dites isothermes. 

Il est évident que les surfaces isothermes sont identiques aux sur- 
faces de niveau. 

Nous avons vu que, une masse M étant située à l'intérieur d'une 
surface c, son potentiel à l'extérieur est le même que celui d'une 
couche convenablement distribuée sur cette surface. Mais la densité 
de cette couche est en général très difficile à déterminer; ce problème 
deviendra au contraire facile, quand la surface a sera une surface de 
niveau de la niasse M et que l'on connaîtra l'équation générale de ces 
surfaces, sous la forme V — const. 

En effet, le potentiel de la couche, étant constant sur la surface <j, 

sera aussi constant dans tous les points intérieurs et son potentiel à 

l'extérieur, qui est celui de la masse, est par hypothèse une fonction 

connue; on a donc 

I d\ 

' ^Tz dn 

Si dans cette formule nous supposons dS constant, dn sera la dis- 
tance de la surface g à la surface de niveau infiniment voisine; donc la 
densité de la couche ou son épaisseur, si l'on suppose la couche homo- 
gène, sera en raison inverse de la distance des deux surfaces. On sait 
d'ailleurs que la masse de cette couche est égale à M (Chap. II, 
n« 16). 

Cette couche s'appelle couche de niveau^ et son attraction sur un 
point de sa surface extérieure est normale à la surface. Remarquons 
encore que deux couches de niveau auront le même potentiel en un 
point qui sera extérieur à l'une et à l'autre. 

6. Les ellipsoïdes homofocaux donnés par l'équation 

OÙ le paramètre p satisfait à l'inégalité 

P > c > ^, 
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forment un système de surfaces isothermes (voir mon Cours de Physique 
mathématique y n"* 21), ou un système de surfaces de niveau. 

On démontre très facilement qu'une couche homogène comprise 
entre deux ellipsoïdes homothétiques n'exerce aucune action sur un 
point M renfermé dans sa cavité, en prouvant qu'un cône d'ouverture 
infiniment petite dont le sommet est en M intercepte dans cette couche 
deux éléments dont l'attraction sur le sommet est de même grandeur, 
mais de sens contraire. Donc on aura une série de couches de niveau, 
en prenant des couches de même masse comprises entre un des ellip- 
soïdes homofocaux (i) et un ellipsoïde homothétique infiniment voisin; 
comme nous avons dit, l'action de deux quelconques de ces couches 
sur un point extérieur sera la même. 

Les deux systèmes d'hyperholoïdes à une nappe et à deux nappes 



j.% r« -» 






^î yX .1 



Pi ^ — Vt ^ l'i 

sont orthogonaux sur les surfaces (i) et orthogonaux entre eux, et don- 
nent par leurs intersections les lignes de force de chacune des couches 
précédentes. 

Chacun des deux systèmes d'hyperholoïdes forme d'ailleurs un sys- 
tème de surfaces de niveau et conduirait à des conclusions semhlables 
k celles que nous avons obtenues pour les ellipsoïdes. 

Si nous supposons b Qic infiniment petits, les ellipsoïdes homofo- 
caux deviendront des sphères; p, et pa, qui sont plus petits que c, 
seront aussi infiniment petits; ainsi les équations (2) et (3) se rédui- 
ront à 
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et représenteront des cônes. En multipliant les dénominateurs par une 
quantité très grande, on pourra supposer ces dénominateurs finis et 6, 
c resteront constants. Chacun de ces systèmes de cônes donnera des 
surfaces isothermes. 
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Cônes isothermes ou fie niveau. 

7. Supposons un corps indéfini en équilibre de température et dans 
lequel la température soit la même tout le long des droites issues d'un 
même point 0. Prenons des coordonnées sphériques r, 9, i dont le 
contre soit en et données par les équations 

L'équation 

(i) aV- o 

devient 

suiO-^— ^ -+- — ^ — j- ---^-.-7; ^,, ~o, 

ar ai) siiiO a^- 

et, puisque V doit être indépendant de r, elle se réduira à 



Posons 



f/6 ^ .0 

— ' z=-. du ou M ^ 102: tan 



alors cette équation prendra cette forme très simple 

d*\ d}\ 

équation toute semblable à Téquation 

^^^ J.r- "- dy ^"' 

qui est Téquation (1) en coordonnées reclilignes, quand V est indépen- 
dant de z. Mais on peut obtenir une analogie encore plus grande. La 
fonction V de l'équation (2) a, par rapport à ^{/, la période 277; ainsi i^ 
est un anjile qu'il suffit de faire varier de zéro à 27: et u peut varier de 
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— Qo a -+- Qo , puisque 9 doit varier Je zéro à -. Aux coordonnées »r, y 
de Téquation (3) substituons des coordonnées polaires, en posant 

or — Rcos<^'rr:ae"'cos4'', r ~ Rsin^' -^e'*'siny, 
Têquation (3) deviendra 

alors ^' sera un angle qu'il suffît de faire varier de zéro h 2r et u' devra 
varier de — qo à -h oo . Il y a donc maintenant identité complète entre 
les fonctions V et \\ fournies par les formules (2) et (4). 

Supposons donc deux systèmes de courbes isothermes et orthogo- 
naux entre eux 

a' — consl., P' "- consl., 

%\ P' étant les paramètres thermométriques, en sorte que Téquation (3 ) 

devienne 

d* y dr \' 

-T-7j- -+- —p-r^ — o {Cours de Phys, math., n* 26), 

et supposons que a! et ^' soient liés à u' et ^ par les équations 

alors posons 

la fonction V satisfera à l'équation 

dyw d'\ _ 

les doux svstèmes de cônes de même sommet 

a -z const., p =: cônsl. 

seront orthogonaux entre eux et chacun représentera des cônes iso- 
thermes. 

On peut remarquer que, si un système de cônes est isotherme, un 
système de cônes orthogonal sur le premier est aussi isotherme. 

Concevons un corps homogène compris entre deux cônes d*un même 
système isotherme et supposons qu'on les entretienne chacun à une 
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même température; alors tous les cônes de ce système, renfermés dans 
le corps, seront chacun à une même température; cette propriété aura 
lieu, en supposant les cônes formés de deux nappes; mais il est évi- 
dent qu'elle a également lieu si on les réduit à une seule nappe. 

8. Ces cônes isothermes peuvent être considérés comme des cônes 
de niveau et, d'après ce qui vient d'être remarqué, on peut les suppo- 
ser réduits h une seule nappe. 

Pour avoir une couche de niveau sur un de ces cônes, on calculera 
la densité par la formule 

d\ étant supposé constant, dn est la distance entre un point du cône 
et le cône de niveau infiniment voisin; le long d'une génératrice recti- 
ligne dn est proportionnel à la distance r au sommet du cône; en dési- 
gnant donc par b une constante, on a 

b 

p est donc l'ordonnée d'une branche d'hyperbole équilatère dont les 
asymptotes sont la génératrice et la normale menée par le sommet à la 
surface du cône; p est donc infini au sommet du cône et cette propriété 
correspond à ce que l'on appelle en Electrostatique le pouvoir des 
pointes. 

Système de lignes isothermes ou de niveau correspondant à deux courf)es 

données ou à une seule. 

9. Quand nous considérons des lignes isothermes dans un plan, c'est 
pour plus de commodité; mais il faut en réalité les regarder comme 
les sections droites de cvlindres isothermes indéfinis. 

Prenons un espace plan compris entre deux lignes fermées C et C,, 
dont la première renferme la seconde, et supposons que ces courbes 
ne se coupent ni elles-mêmes ni entre elles. 

Concevons qu'on maintienne chacune des deux lignes à une même 
température; alors l'espace intermédiaire se mettra dans un équilibre 
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de température et il en résultera dans cet intervalle un système de 
lignes isothermes parfaitement déterminé. 

En second lieu, supposons une courbe fermée Cqui ne se coupe pas. 
Imaginons le long de la courbe C une source de chaleur qui la main- 
tienne à une même température constante. Sous l'influence de cette 
source, tout le plan peut être en équilibre de température; nous au- 
rons donc à l'extérieur un système E de lianes isothermes dont C fera 
partie; à l'intérieur de C, la température V sera constante. La fonc- 
tion V en dehors de C est une fonction finie et continue, ainsi que 
toutes ses dérivées (Chap. Il, n° 14); donc, de sa valeur en un point 
on peut passer à sa valeur en un point voisin au moyen de la série de 
Tavlor. 

Nous pouvons former une courbe intérieure a C et infiniment voisine, 
en élevant des normales intérieures dn' qui satisfassent à l'équation 






du' - consl., 



et en joignant les extrémités de ces normales. Cette courbe C étant 
échauflee comme C a une même température produira les mêmes 
lignes isothermes. On pourra repousser ainsi successivement la source 
de chaleur à l'intérieur du contour C, en déterminant V d'après la sé- 
rie de Tavlor, et l'on obtiendra successivement des courbes C, C", ..., 
dont chacune sera renfermée dans la précédente et qui, entretenue a 
une même température, donnera pour lignes isothermes les lignes C, 
C", . . . qui lui sont extérieures, ainsi que les lignes E. 

La limite de ces courbes sera, en général, une ligne L non fermée. Le 



lig. a. 



Fi(j. 3. 



K 



D 



mi 



m 






\ 




cas le plus simple sera celui où elle se réduira à une ligne FG [fig. i) 
isotherme ne contenant aucune partie fermée. Si l'on arrive à une. 
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ligne non (erinée ABCDE [Jig, 3), mais qui contient une boucle BCD, 
on pourra appliquer à cette boucle la construction précédente et la 
remplacer par une courbe intérieure infiniment voisine bcd^ qui sera à 
une température plus élevée et dont les différentes parties enverront les 
mêmes flux de cbaleur que les éléments correspondants de BDC; on 
finira donc, en général, par remplacer BCD par une ligne HI non fer- 
mée et qui sera séparée de la partie ABE; mais celte ligne HI sera à 
une température plus élevée que ABE. Quant à la source située sur 
ABE, il faut la considérer comme n'ayant pas varié. On aura ainsi pour 
produire le système de lignes isothermes deux sources situées sur les 
deux lignes ABE et HI, qui sont isothermes, mais à deux températures 
distinctes. 

En général, les sources qui produisent le système de lignes iso- 
thermes, étant réduites à leurs dimensions minima, seront situées sur 
une ou plusieurs lignes telles que FG sur chacune desquelles la tempé- 
rature sera la même. Dans des cas particuliers, ces lignes se réduiront 
«1 des points. 

Le système des lignes isothermes peut être considéré comme un 
système de lignes de niveau, et, d'après ce qui précède, les masses qui 
peuvent les produire étant réduites à leurs dimensions minima seront 
situées sur une ou plusieurs lignes telles que FG et sur chacune des- 
quelles le potentiel sera constant. En désignant par dn et dn' les élé- 
ments de normale de chaque côté de FG, on aura 

dn dn' 

et Ton aura pour la densité de la masse en un point de cette ligne 

!\T^\dn dn' ) itz dn 

Nous avons prouvé l'existence d'un et d'un seul système de lignes 
isothermes déterminé par les deux lignes C et G, ou par la seule ligne 
C. Elles pourront, toutefois, être très difficiles à déterminer. Désignons 
par p leur paramètre thermométrique; l'équation de ces lignes sera 

p =r const. 

Menons les trajectoires orthogonales de ces courbes; elles donneront 
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aussi un système de lignes isothermes. Soit a leur paramètre thermo- 
métrique. Par la transformation des coordonnées x^ y en a, [i, on 
aura 



en posant 

10. Proposons-nous de déterminer une fonction V qui satisfasse à 
l'équation 

^*V d*\ 

OU dans l'intervalle de C et C,, ou dans l'intérieur de C, qui soit finie 
et continue ainsi que ses dérivées du premier ordre, et qui ait des va- 
leurs données sur C et C, dans le premier cas, sur la courbe C seule- 
ment dans le second cas. 

Nous commencerons par mettre l'équation (i) sous la forme 

, , d'-V d-'W 

^'^^ -di^-^W^""' 

Supposons d'abord le premier cas, et soient 

les équations de C et C,, ^i et ^2 étant deux constantes. Faisons décrire 
à un point une courbe ^; quand le point reviendra au point de départ, 
V reprendra la même valeur et a se sera augmenté d'une quantité eu; 
donc V possède par rapport à a la période eu. En multipliant a et ^ par 
un nombre convenable, on pourra rendre cette période égale a 277 et 
l'équation (2) ne changera pas de forme. 

On satisferai l'équation (2) et a la condition de périodicité en po- 
sant 

(3) r — (A6'"?-i-Be-"?) ((icos/za-H Hsin/iot), 

n étant entier et A, B, G, H des constantes arbitraires. La fonction V 

cherchée sera la somme d'un nombre infini de solutions telles que v 

i3 
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et dont on déterminera facilement les coefficients d'après les conditions 
des contours {voir mon Cours de Physique mathématique ^ n** 32). 

Supposons ensuite que Ton n'ait plus qu'un contour C qui sera 
donné par une équation de la forme ^ =^ ^, ; mais nous nous bornerons 
au cas où les lignes isothermes ont une limite représentée par une seule 
ligne FG {^g. 2), et dont on pourra désigner l'équation par p = ^2- La 
fonction V sera de même périodique par rapport à a et pourra être sup- 
posée avoir la période 277. On aura encore une solution particulière en 
prenant la formule (3). Mais soit M un point de FG et soit KL la ligne 
a = const. qui y passe; a doit être supposé néanmoins avoir deux va- 
leurs différentes de part et d'autre de cette ligne. Sur la ligne KL, 
prenons deux points m et m' infiniment voisins de M et de chaque côté 
de FG. Il faudra exprimer que, en m et m\ l'expression (3) prend des 

valeurs infiniment peu différentes et que sa dérivée ^^ y prend des va- 
leurs égales et de signe contraire, à un infiniment petit près. En effet, 
en posant 



-\/m'*m 



on a 

r/i' ^A* 

i/zi étant l'élément de normale à la ligne FG et, selon que cet élément 
dn sera pris d'un côté ou de l'autre de cette ligne, -r- doit avoir des 

valeurs égales et de signe contraire, si l'on veut que ^> ^ soient des 

fonctions continues de x et y. Donc aussi -70 a aux deux points m et m! 

des valeurs égales et de signe contraire. Ces conditions diminuent le 
nombre des coefficients arbitraires de la formule (3). La fonction V 
cherchée sera ensuite la somme d'une infinité de ces solutions particu- 
lières et les coefficients de la série se calculeront d'après la condition 
au contour. 
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Lisnes nodales (Vune membrane, 

11. Nous avons vu (Chapitre III, n° 15) que le déplacement vibra- 
toire u d'une membrane, dans un mouvement simple, est donné par la 
formule 

V étant une fonction qui a été définie dans cet endroit et qui satisfait 
dans l'intérieur d'un contour 5 à l'équation 

et sur ce contour à la condition v = o. Nous avons vu aussi que la fonc- 
tion V peut se mettre sous la forme 

vrzLj^pds avec ^ — / eos(arcosoj) log(rsin'to)r/w, 

p étant une fonction d'une coordonnée propre à déterminer un point 
du contours. 

Comme dans les numéros précédents, supposons que le contour 5 
soit formé de deux lignes fermées qui ne se coupent pas elles-mêmes 
ni entre elles et dont l'une renferme l'autre, ou que ce contour s ne se 
compose que d'une ligne fermée qui ne se coupe pas. Concevons le sys- 
tème de lignes isothermes que nous avons considéré dans ces deux 
cas; mais, dans le second cas, bornons-nous encore à examiner l'hypo- 
thèse ou la limite des lignes isothermes se réduit à une seule ligne non 
fermée et qui ne renferme aucune partie fermée. 

12. Adoptons encore les coordonnées a, 3, et l'équation (1) de- 
viendra 

en posant 

'■•-mH'^)'- 

Dans le cas où la membrane est comprise dans une seule ligne fei- 



lOO CFUPITRE IV. 

mée, nous nommerons bord intérieur la ligne limite des lignes iso- 
thermes et nous représenterons dans les deux cas le bord intérieur par 
p = è, et le bord extérieur par ^ = B. Dans le premier cas, v sera nul 
pour ^ = b; dans le second cas, ç' doit prendre des deux côtés du bord 

intérieur des valeurs égales, et-^ des valeurs égales et de signe con- 
traire. 

s^ doit être une fonction périodique de a, et nous pouvons supposer 
que cette période soit égale à 277; désignons par g le nombre entier de 
fois que i^ s'annule entre a = o et a = 27w auprès du contour p = 6, 
c'est-à-dire le nombre de lignes nodales qui le rencontrent 

Supposons que l'on puisse déterminer une fonction i^ qui satisfasse 
aux conditions précédentes du contour intérieur et que nous représen- 
terons par ç' (a, p, g^,rt), et admettons qu'on puisse ensuite choisir a de 
manière que ^ s'annule pour p = B. 

(Si je ne puis démontrer que cette propriété est générale, elle est 
certainement exacte dans différents cas; par exemple, quand la mem- 
brane est terminée par une ellipse ou par deux ellipses homofocales, ou 
encore quand elle est comprise entre deux cercles excentriques.) 

Supposons donc qu'on détermine a par l'équation 

(3) r(a, B,,ir, «^)=o, 

et soient 

les racines en nombre infini de cette équation ; elles ne dépendent pas 
de a ; mais elles varient avec B, et l'on peut poser pour la racine a^ 

(5) ^p=/W; 

il résulte aussi de là que la fonction (^ (a, p, g, a) renferme un facteur de 
la forme ?(«,?) et que l'équation o{a,B) = o possède toutes les ra- 
cines (4). 

Tous les raisonnements de mon Cours de Physique mathématique 
(n**' 70, 71 , 72), relatifs aux lignes nodales d'une membrane elliptique, 
sont applicables à la membrane actuelle. Ainsi on a ces théorèmes : 

Théorème I. - Considérons une racine a^ de fa série (4). Faisons 
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croître B à partir de 6, la racine ap qui sera d^ abord infinie ira constam- 
ment en décroissant. 

Théorème II. — Les quantités (4) dépendent de B; si elles sont rangées 
par ordre de grandeur croissante pour une valeur de B, elles le seront aussi 
pour toute autre valeur de B. 

Adoptons, par exemple, la racine ap. L'équation (^) équivaut à 

Réciproquement, à la valeur de a^ correspondent différentes valeurs de 
B indépendantes de a, qui satisfont à cette dernière équation; ainsi 
ç'(a, p, g, ap) s'annulera pour 

(6) P^^Bj, p^-B„ pr^B,, ..., 

et ces solutions donneront des lignes nodales. Enfin, d'après un rai- 
sonnement fait au lieu cité (n** 72), on prouvera qu'il y a dans l'inté- 
rieur du contour/? — i de ces lignes nadales. Nous arrivons donc à ce 
résultat remarquable qu un système de lignes nodales coïncide avec des 
lignes isothermes Joumies par la formule ^ = const. 

13. Il existe aussi un autre système de lignes nodales, qui coupera 
normalement le premier. Je dis d'abord qu'une ligne nodale ne pourra 
rencontrer le contour [î = B qu'à angle droit. En effet, d'après ce qui 
a été dit ci-dessus, on peut poser 

(7) r(a,p,^)z=.H«,P)?(^,P); 

si la ligne nodale rencontre ce contour pour a = a,, on aura 
^(a,,B) =o; d'ailleurs on a ^(rt, B) = o. Différentions l'équation (7) 
par rapport à p, et nous aurons 

d\^ . d^ dl 

— izr «L — - -f- © — - 1 

^p ^r/p^'r/Ji 

dont les deux termes sont nuls au point (a,,B); ainsi -.r> par suite -r^, > 

est nul en ce point; d'ailleurs -v- n'est pas nul; donc la ligne nodale 
est normale sur le contour. Ensuite concevons la membrane comme 
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terminée extérieurement par une des lignes nodales (6) jî — B,-; les re- 
marques qui précèdent sont applicables à la membrane ainsi limitée. 
Donc la ligne p = B/ est rencontrée normalement parles lignes nodales 
de l'autre système. 

D'après une formule analogue à la formule (7) du n^ 10 du Cha- 
pitre III, nous avons, puisque i^ est nul sur s, 

en réduisante au contour extérieur dans le second cas. Donc la densité 
de la couche, qui produit le potentiel ç' et qui est distribuée sur 5, a 
pour valeur 

et elle est nulle dans les points où passent des lignes nodales. 



Système de surfaces isothermes ou de nweau, correspondant à deux 

su/faces données ou à une seule surface. 

14. Supposons d'abord deux cônes de même sommet dont l'un ren- 
ferme l'autre ou un cône seulement. A ces deux cônes ou à ce cône 
correspondent deux courbes planes ou une seule, d'après le calcul du 
n® 7, el, après avoir déterminé le système de lignes isothermes relatif 
à ces dernières, on en pourra conclure un système de cônes corres- 
pondant. On pourra donc étendre à ces cônes les considérations des 
n«»9et 10. 

Supposons deux surfaces fermées d et or,, dont la première renferme 
la seconde, qui ne se coupent pas elles-mêmes ni mutuellement. Ces 
deux surfaces appartiennent évidemment à un système de surfaces iso- 
thermes. 

D'après le raisonnement du n^ 9, nous voyons encore que, à une sur- 
face fermée a qui ne se coupe pas, correspondra aussi un système de 
surfaces isothermes qui pourront être considérées comme provenant 
de sources intérieures distribuées sur des surfaces t,, a,. ..., qui ne 
renferment aucune partie fermée et qui seront chacune isothermes. Le 
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cas le plus simple sera celui où les surfaces t,, g.^, ... se réduiront h 
une seule. 

En d'autres termes, une surface fermée a qui ne se coupe pas appar- 
tient à un système de surfaces de niveau produit par des masses éten- 
dues dans les surfaces g, , <i2» • • •♦ sur chacune desquelles le potentiel 
est constant. 

De ce qui précède on doit reconnaître l'utilité d'un système de coor- 
données formé par une famille de surfaces de niveau et les lignes de 
force qui leur sont orthogonales, et il y a lieu de rechercher l'expres- 
sion de AV dans ce système de coordonnées. 

Si, sur une des surfaces de niveau <;, on trace ses deux systèmes de 
ligne de courbure et que, le long de chacune de ces lignes, on mène 
les lignes de force qui y passent, on obtiendra deux systèmes de sur- 
faces qui seront orthogonales sur les surfaces de niveau, mais qui, en 
général, cesseront d'être orthogonales entre elles quand on s'éloignera 
de la surfaces. On ne peut donc pas, si l'on emploie les lignes de force, 
déterminer AV parla formule de Lamé, qui dépend d'un triple système 
de surfaces orthogonales. 



Digression sur la différentiation par rapport à des arcs, 

15. Nous allons nous occuper de la dérivation d'une fonction des 
coordonnées ^, y, z d'un point par rapport à des arcs; mais, pour que 
les idées se présentent de la manière la plus simple et la plus natu- 
relle, supposons d'abord que les arcs soient tracés sur un même plan. 

Nous avons donc une fonction u des coordonnées rectangulaires or, 
y d'un point M, dont la valeur nous est connue dans un certain espace 
pour les diverses positions de ce point. Si le point M, étant mis sur une 
ligne 5, décrit un arc infmiment petit ds de cette ligne, la fonction u 
reçoit un accroissement infiniment petit que nous représenterons par 

(lu . 
~ - (1s ; 
cis 

désignons par dn un élément de normale mené à la courbe s\ si le 
point M décrit dn, la fonction u s'accroît d'une quantité que nous 
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représenterons par 

du , 

-7-j -T- représentent donc les accroissements infiniment petits de la 

fonction u divisés par Tare ds ou dn, qui indique le déplacement infi- 
niment petit du point M. Néanmoins il faudrait bien se garder de con- 
sidérer 5 et n comme un véritable système de deux variables indépen- 
dantes. 

Si la courbe s est fermée, désignons par v l'angle de la normale ex- 
térieure avec Taxe des x\ supposons que Toriginc des coordonnées 
rectilignes soit à l'intérieur de la courbe et que l'arc s croisse quand 
le point M se meut dans l'angle des coordonnées positives de Oj vers 
Ox. Quand M s'avance de ds sur la ligne 5, les coordonnées x ely s'ac- 
croissent de 

ds sinvj — c&cos^; 

on a donc 

du , du , . du . 

-j- ds=i -j- ds sm v j- ds cos v 

as dx ay 

OU 

du du . du 

On trouve de même 

du du du . 

Quand on n'a à effectuer qu'une seule dérivation, on peut remplacer 
l'élément dn de ligne droite par un élément de courbe normal à la 
courbe s. 

16. Lorsque le point M se meut sur la courbe 5, l'angle (^ varie d'une 
manière bien déterminée, et, par conséquent, on peut former les déri- 
vées des seconds membres des formules (i) et (2) par rapport à s. En 
différentiant la formule (1) par rapport à s, nous obtenons 



.du 

Ih [ . d d\ (du 

=11 SHi V —, ces (' -,- 



ds V dx dy } \dx 



du \ 

suii^ — j- cosr ); 
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nous pouvons partager les termes du second membre en deux parties : 
d'abord ceux qu'on obtient en laissant i^ constant et qui sont 

d'il . , d*u (t^u ^ 

-7—, sur V — 1 -, — .- sin i' cos v -+- -7-; cos- f, 
dx^ dx dy dy^ 

et ensuite ceux qui proviennent de ce que {^ varie et qui ont pour 
somme 



( 



du du . \ d\' du d\' 

y- cosi' -h -y- snn» ) -7- mz ->- -7- 
dx dy J ds du ds 



On a donc cette formule 
d — 

ds d^u . ^ d^ u . d^u , du dv 

—y— =1 -.— , sur i* — -?. -. - - . - sm V cos i' h — ^,—5- cos- c -h -, - -j- > 
ds dx^ dx dy dy dn ds 

que nous écrirons ainsi 

,du 

. , d^u . ^ d}u . d'U ^ ds du dv 

( '^ ) -j— i sm* r — 2 -, — - sm r cos v -h -7— t cos' i* =1 — ; 7- -7- > 

dx^ dx (lY dy- ds dn ds 

et où -7- représente la courbure de l'arc s. 

En opérant de même sur la formule (2), nous aurons d'abord 

du 

dn / . d d \ / du du . \ 

—7— - sm i -j cos i' -7- -i- cos i' -h -j- sm v , 

(is \ dx ((y J \dx dy J 

et nous en conclurons 

du 






cos* V - iiWV V) 1= — = 1 — J j- 

ds ds ds 



La dérivation des formules (i) et (2) par rapport à n ne peut se faire 
avant qu'on ait précisé le sens qu'on attachera à cette seconde dériva- 
tion. Pour cela, nous supposerons que la ligne s fasse partie d'un sys- 
tème de courbes données par une même équation contenant un para- 
mètre variable; puis nous mènerons les trajectoires orthogonales de 
ces courbes; alors l'arc dn normal à 5 appartiendra à une de ces trajec- 
toires. 

Si nous diiïérentions maintenant la formule (1) par rapport à n, 

^^ 
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nous obtiendrons, en opérant comme précédemment, 

du 
.^. ds (d'^u d^u\ , d"'U , ^ . , , du dv 

(^) -du ^-y-cû- - ,7^j«'"'''^«^'' - rfJrfT^""'"'-"" *■)- 5^ d7i- 

Cette dérivée seconde dépend de -r- ou de la courbure de l'arc dn\ si 

dn est rectiligne, le dernier terme est nul. 
Des formules (B) et (C) on conclut 

. du du 

dn du dv ^.v du dv 

ds ds ds dft dn dn 

ce qui montre que les signes ^ ^*t;j- ne peuvent être intervertis sur la 

fonction u. 

En différentiant (2) par rapport à /^, on obtient 

.du 

,,^ dn d^u , d'U d^u . ^ du dv 

(H) —; — - -7-^ cos- i- H- o, - - - <ini'cost -+- -7-7 siii-r -r it-j 

dn (U- dvdv dy- ds dn 

dont le dernier terme est nul si dn est rectiligne. 

17. Considérons ensuite un système de surfaces g donné par une 
équation renfermant un paramètre et concevons le système de lignes 
orthogonal sur ces surfaces. Sur chaque surface a menons les deux 
systèmes de lignes de courbure et désignons par ^,, $2 les lignes de ces 
deux systèmes et par s les lignes orthogonales sur les surfaces <r. 

Par un point M quelconque menons les tangentes MX<, MY,, MZ, 
aux trois lignes s, 5,, $2 qui y passent, et soient («,6, c), (a,,6,,c, )• 
(«2, b2yC2) les cosinus des angles que font ces tangentes avec les axes 
des coordonnées. Désignons par m une fonction des coordonnées .r, y, z 
du point variable M; nous aurons les équations 

du du 

ds dv 



du du 



^ ' '■ dSi dt 

du du 

\ ds* ~ ' dx 



, h 


du 
dv 


-h 


du 

(tZ 


\ b, 


dY 


-H 


du 


i-^ 


du 
dy 


- ♦ — 


du 
'^' d-z ' 
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et nous en déduisons 

du du du du 

d.r as dsi dSf 

, . , du , du , dti , du 

ci y ds dsi dSf 

du du du du 

dz ds r/.Ç| ds2 

Différentions la première équation (i) par rapport a 5; nous ob- 
tenons 

d — 

ds [ d , d d\ ( du , du du \ 

ds \ dx dy dz J \ dv dy dz j 

développons le second membre comme si a, /;, c étaient constants, 
ajoutons ensuite les termes qui résultent de ce que a, 6, c varient avec 
5, et nous aurons 

, du 

ds ^dht , , d^ u ^ d^ u 

= U^ -r—z -+■ b' 



2 



ds dx^ dy- dz 

d*u , d*-u 

-}- 9.ca -, — ; h 2 ab -, 



2bc 


d' 
dy 


u 
dz 












du 
dx 


da 
ds 


-h 


du dh 
dy ds 


-\- 


du de 
dz ds 



dz dx ' dx dy 

Formons les deux équations semblables et ajoutons; nous aurons 

^du .du ,du 

ds dsx ds» 



ds dsi dSf 

(3) { d^u d*u d^u du /da da^ da^X 

~ dP ^ ^ "^ dli^' "^ TTr [ih ^ di,^ dT,) 

du /db dbi db^\ du /de dc^ dc^X 
dy\ds r/.v, ds^ J dz \ds ds^ dsy J 

Enfin, remplaçons les dérivées de u par rapport à or, j, z par les déri- 
vées de u par rapport à 5, 5,, $2 au moyen des équations (2). Le coeffi- 
cient de -1- dans le second membre de l'équation précédente aura pour 
valeur l'expression 

^ / da .db dc\ / da^ db^ ^c,\ / da^ . db^ dc^X 

\ ds ds ds ) \ dsi c/.V| ^/,ç,/ \ ds, ds^ ' ds^l^ 
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qui est composée de trois parties formées de trois termes. La première 
partie est nulle. Pour obtenir la signification de la deuxième partie, 
faisons venir le point M en M' en le faisant avancer de la longueur ds^ 
sur l'arc ^, ; soit M'Y'^ la tangente à ds^ en M'; menons MY' parallèle à 




M'Y', ; cette droite peut être regardée comme située dans le plan X,M Y, 
et nous aurons 

Y, M Y'^ cos Y'M X. ^ ^ (^i "+- ^ ^-^i) -+" ^ (^'i "^ J- ^-^i) "^ ^ f^» ^- J ^^'» 

désignons par/?,,© l'angle Y<MY'; la seconde partie de la formule (4) 

aura pour valeur ^''°- Prenons MM< = ds^, menons la tangente M, Z, et 

par le point M menons la parallèle MZ'; désignons par p^^o l'angle 

Z'MZ,, la troisième partie de la formule (4) sera égale à ^• 

En introduisant quatre autres angles infiniment petits tout sem- 
blables, nous mettrons la formule (3) sous la forme suivante 

(5) ' ''•^' ^^-^1 ^^•^'s \^^-^'i dSi ) ds 

\ f/.v, ds ) ds^ \ ds dsy ) du., * 
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OÙ nous aurons 

/>i,o ^doy ^,dh, dcy ; />,.o da, db^ dc^ 

ciSx et Sx cfsy fiSy I rtSi a.y* rw, a5j 

I />,j da^ ^/>, r/c, I po,i dfi db de 

ds^ * f/,v, ' ds^ ' r/.ç, \ <^/.ç * ds * ^.ç * t/5 

18. Au point M' et dans le plan Y, MX, élevons une normale à rfy, 
qui rencontre MX, en un point 0; l'angle MOM' est égal à /?,,o- Dans 
la formule (5), />,,o est positif, quand le point est situé du côté où 
Tare s croît, négatif dans le cas contraire, et l'on aurait à faire de pa- 
reilles remarques pour les cinq autres angles semblables. 

Comme l'arc 5, est une ligne de courbure de la surfaces, M'Oest nor- 

da 

mal à cette surface, et Ton voit que — représente le rayon de courbure 

du 

principal R,,o ^'^ ^ suivant j, ; de même — ^ est le rayon de courbure 

principal Ra,© de n suivant s^. Ensuite, le long des arcs j, et s.^ qui 
passent par le point M, menons les lignes ortbogonales aux surfaces ei; 
il en résultera deux surfaces que nous désignerons respectivement par 
*T2 et (j,. La ligne 5, qui est l'intersection de ces deux surfaces, n'est pas 
en général une ligne de courbure pour ces surfaces; de même j, et 5a 
ne sont pas des lignes de courbure de n,^ et *t,. Mais, si nous prenons 
PM = ds et que nous élevions une normale PG à ds^ située dans le plan 
PMY, l'angle PGM, d'après ce que nous avons dit, est égal à />o,i '. 

~ sera la courbure de la section normale de la surface <t,, menée tan- 

gentiellement à l'arc 5, et nous la représenterons par p^; faisons de 
même pour les trois autres expressions semblables et nous aurons 

- du , du , du 

d-j- d - fl-j- 
ds ds* ds 

A// — —. } :— ! -i- 



ds ds, ds 



!h ^ ( ^ ^ \du 



-^.^Y-!L-.(^,,.,!\^.:l. 



-f ' . , , 

\Hm Ho,, /<^/.v, \Ro., Wx^iJds, 

es lignes R,,of R2,o. ••• devront évidemment être prises positives ou 
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négatives dans les mêmes cas que les angles /?,,o» /^2.ot Remarquons 

ensuite que le coefficient de -i-> changé de signe, représente la somme 

des courbures de deux sections menées normalement en M à la sur- 
face d,, et rectangulaires entre elles; il est donc égal à la somme des 
courbures principales de la surface cr< ; la même remarque s'applique 

au coefficient de -^ * 

19. Seconde démonstration de la formule qui donne Aa. — Par un 
autre raisonnement, nous obtiendrons l'expression de Am sous une 
autre forme. Désignons par F l'expression de la force produite au point 
(^, j, z) par un système de masses quelconques dont V est le potentiel, 
et étendons à un volume xs l'intégrale 






(,) I::./f 



r/m. 



Concevons encore le système des surfaces c et les lignes qui leur sont 
orthogonales, et conservons aux lignes s,s^, s,^ la même signification 
que précédemment. 

La quantité F* est donnée par la formule 

en décomposant la force suivant les trois tangentes aux arcs ^, s^^ s^ 
qui passent par le point [x^ y^z). Si nous désignons, pour abréger, 
par V, Vp V, les dérivées de V par rapport à s, *,, ^2. nous aurons 

et la formule (i) devient 

1 r= f f f(y" H- v;* -h \'^^)dsds, ds,. 

Concevons qu'on modifie les masses d'une quantité infiniment petite, 
en sorte que V et F subissent des variations et cherchons la variation 
qui en résulte pour I. Nous avons d'abord 

(2) i 51 --3 f f f(^'' '^^'' -♦- ^'1'^^ '1 ^ y,o\:)ciscis, ds,: 
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ensuite, comme le produit ds^ds.^ représente l'élément de surface ûfe, 
on a 

j\' l\'ils ds, ds. = j\' dz'^ ds^ Y l\di - i\\ ^^^J^""^ ds. 

Désignons aussi par r/^, la surface du rectangle curviligne construit 
sur ds et C&2. et par dn,^ celui qui a pour côtés ds et ds^ ; nous aurons de 
même 

C\\ 5V; ds ds, ds, ^ A ; d7, ^ ds, '- \\ oV d<j^ - TSV ^^^jf""'^ ds,, 

r v; 8v; ds ds, ds, -. fw\ dz, "^ ds, = v; sv d^, - j\\ '^^'^jf'''^ ^s,. 

Ainsi l'expression (2) renferme cette intégrale triple 

Le coefficient de SV doit conserver la même valeur, quel que soit le 
système des surfaces d, et si nous adoptons pour ces surfaces des plans 
parallèles au plan des x, j, nous pourrons prendre pour ^, 5,, 5^ des 
lignes parallèles aux axes des x^y^ 5; nous avons alors, pour le coef- 
ficient de 8V, 

/V/-V d^\ d'\\ ^ ^ ^ 

Nous en concluons cette formule élégante 

... , d(V'd^). </(V',rfj,). rf(V,rfa,). 

20. Il est très aisé de retrouver la formule du n^ 18. Considérons le 
parallélépipède curviligne construit sur les lignes ds, ds^^ ds,^ qui pas- 
sent par le point M et qui a sa base d^ = ds^ ds.^ comprise entre quatre 
éléments de lignes de courbure; sa base opposée d(s' sera située sur la 
surface a infiniment voisine que j'appelle a; pour obtenir de', on mè- 
nera les lignes orthogonales s aux extrémités de ds,, ds2\ elles déter- 
mineront sur n' deux lignes rfy'p ds\^ qui se rencontrent au point M', 
extrémité de ds, et les projections de ds\, ds\^ sur les deux lignes de 
courbure qui passent par M' sont les deux côtés de dc'\ mais, en négli- 



ou 
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géant des infiniment petits d'ordre supérieur, on peut prendre les 
lignes d$\ ds\ pour les côtés de dn. 
Cela posé, nous avons 

d — 

-^ ds = —r drs ds -\- \' ~ -,— ■ ds — - — ds da -^ y- id^' — d^). 

ds ds ds ds ds 

On obtient ensuite facilement 

fh' — r/7 ~ — ( ^ - — ) dm. 

Il en résulte 

,dW 

^^' ^""^ d - -- dm -{-!- -l-.\i^ dm 
ds ds \ 1^1,0 ^2,0/ ds 

On peut transformer de la même manière les deux autres termes du 
second membre de (3). 

21. Appliquons la formule (3) au cas où les lignes s^ ^,, ^2 sont les 
intersections de trois systèmes de surfaces orthogonales entre elles. Il 
suffit pour cela de supposer que les surfaces que nous avons désignées 
par (j| et g.^ sont orthogonales entre elles. Soient 

les équations des surfaces de ces trois systènies, p,, p^, pj étant trois 
paramètres variables. 



Posons 






dp^V 
et désignons parr/.r, r/v, dz les projeclions de ds sur les axe« de coor- 
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données; comme ds est normal à la surface t, nous aurons 



d.r 


I do 


dy I do 


dz I do 


ds "" 


h dz" 


ds h dy 


ds " // dz' 



multiplions ces trois équations par c/x, dy^ dz et ajoutons, nous aurons 
la première de ces trois équations 

dp dp^ dz, 

ds^z -^y ds, — - - , dSi — - -y— , 
/i lix fil 

et les deux autres s'obtiennent de même. En observant de plus que 
l'on a 

(h -=. dsy rf.Çj, d<Ti zzz ds dsy^ r/?,-^ r/.Çj r/.v, dru = ds dsx r/.v,, 

on trouve la formule de Lamé 



AV -I-- /i/< 



, '^\7i]/i, fh) '\/i~Ji dfj ^ ''(////, dpj 



Si l'on veut exprimer AV en coordonnées spliériques, on prendra 
pour les surfaces a des sphères concentriques de rayon r, pour les sur- 
faces (Ti des plans passant par l'axe polaire et faisant l'angle ^ avec un 
de ces plans, enfin pour les surfaces ^2 d^**^ cônes dont la génératrice 
fait l'angle avec l'axe polaire. Alors on aura 

ds r^ dr^ dsi :- /* sin dl, ds^ ~— r r/0, 

et, en appliquant la formule ('V], 



dr dd siiiO d^^ 



Expression de AV où l'on fait entrer le paramètre d'un système 

de sur/aces de niveau. 

22. Considérons un système de surfaces de niveau n et les lignes de 
force ^ correspondantes. Sur ces surfaces traçons les lignes de cour- 
bure 5| et ^2* Les surfaces de niveau peuvent être regardées comme 

10 
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formant un système de surfaces isothermes. Désignons par a leur pa- 
ramètre thermométrique qui ne varie qu'avec s. Si nous imaginons un 
équilibre de température où ces surfaces sont chacune à une tempé- 
rature constante, la température V ne variera ni avec 5,, ni avec s^^ et 
l'expression de AV donnée au n** 17 deviendra 

ci — 

mais l'équation AV -- o doit alors se réduire à 



(11} 



o, 



puisque V devient de la forme Ca-^C^ C et C étant des constantes 

d'x 



arbitraires; donc l'expression (a) se réduit à à- -j-^y en faisant, d'a- 



près le numéro précédent, 



'■-m^m-m 



On aura donc enfin 



^dV ^dV 

d-r- d 



di} dsi d.s\ \ dsi ds ) ds^ \ ds ds^ ) ds^ 

23. Montrons maintenant comment on pourra calculer cette for- 
mule. Les cosinus a, h, c s'obtiennent d'abord d'après les équations 



i dj. i di i doL 

h dur h dy h dz 



Si M et M' sont deux points de la ligne ^i distants de ds^^ élevons à la 
surface c en ces deux points des normales qui se rencontreront en un 
point 0; projetons MO, OM', ds^ sur l'axe des x; nous aurons 



— Ri.o^^^îi — «i^-^i 
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OU la première des trois équations semblables 

^»--^''«;5;' ^»=-^>'»5^' "»="-^»'«5^' 

et nous aurons de même 

Il en résulte les formules suivantes : 

/>o,j __p /^'' ^^ ^^ db de de 

ds ~ ^'^\dSilis dSi ds ds^ ds 



Phi — 
ds 






, da j db . de \ 

«-7— .. d -T^- . a-î— \ 



/>j,i p „ I ^rt é/s, ^^ dSi de ds^ 1 

(, da db de 

da dsi db dsi de ds , 
dSi dsi dst dsi ds^ ds^ 

Les ares s^ et s^ ne pouvant être regardés comme deux variables in- 
dépendantes, remplaçons-les par deux telles variables. Soient 

F( r,/, -, a) = o 

l'équation de la surface a et 

les projections sur le plan des x, y des lignes de courbure ^a et 5,, p 
et Y étant deux paramètres variables. D'après ces trois équations, les 
coordonnées oc,y, z d'un point quelconque sont fonctions de p, y et a. 
Désignons par dl un élément de courbe tracée sur la surface d, nous 
aurons 

dl} — dx' -4- dv^ 4- dz^ ; 

différentions a\ V, z, en regardant a comme constant, et substituons, 
nous obtiendrons pour dP une expression de cette forme 

dr-=^ —d^-^'Sld'^d^i-^ ^^d^^; 
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en faisant successivemcnt'y == o, ji = o, nous aurons 

ds^ — lï" > "-^i == ÎT" > M =: O. 

Il, n, 

D'après cela, nous obtenons, pour les expressions des dérivées par 
rapport a s^ et s^y ces formules 

du .. du du du 

ds\-^^'7F^' d7,-^'7fi' 

dti du 

dsi ., d /„ du\ ds^ „ d /,, du 



H. ^ H, -~ 



dSi '/;i\ </;v </* 
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Définitions. 

24. Si l'on choisit convenablement les axes des coordonnées, la 

température V satisfait, dans un corps cristallisé, à une équation de la 

forme 

,f/«V „r/*V ,^d^\ .dW 

'^dLi^-^^^Tff'-^^dz^^^'dr' 

donnée pour la première fois par Duhamel {Journal de l'École Poly- 
technique, Cahier XXI, i832); A, B, C, k étant des constantes posi- 
tives et t le temps. Ainsi la température d'équilibre satisfait dans ces 
corps à l'équation 

.d'\ -,r/*V ,,^V 

Supposons un élément plan (o dont la normale fait, avec les axes, 
des angles E, yj, Ç; nous aurons, pour le flux qui traverse cet élément, 

U = U^cos; -h Uy cosT^ -+- U^cosr, 

U étant ce flux rapporté à l'unité de surface et U^, U^, U^ les flux 
estimés de même qui traversent trois éléments plans perpendiculaires 
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aux axes de coordonnées et passant par un même point de Télémcnt co. 
Pourvu que ia propagation de la chaleur dans ce milieu se fasse de la 
même manière dans deux directions opposées U^, U^^, U« seront pro- 
portionnels à A .-> By7> C ^7 et, par suite, si l'on a multiplié les coef- 
ficients de l'équation (i) par un nombre convenable, on a 



et 



Posons 



da' •' a Y dz 



U -- A -. - cos$ -h B -7— cosr, -+- C -j- cos;. 
dx dv dz 



P --=z v/A* cos' Ç 4- B* COS* Ti 4- C* cos- î, 



AcosÇ ,^ BcosT, CcosÇ 

(0 COSai^ p--î C0Sp=:r Î7— ' COS^ = r^ ; 

puis, par le centre I de l'élément to, menons une droite / dans la direc- 
tion (a, p, y) et prenons sur cette droite, à partir du point I, une lon- 
gueur infiniment petite %t\ soient V et V les valeurs de V au point I et 
à la seconde extrémité de ^/; la quantité 

^V dW ^ dV 

-,— COSa 4- -7- COSp H 7- cos Y 

dx dy dz 

y — \ 

est égale à - 3,-; cette expression peut être considérée comme une 

dérivée que nous représenterons par -.- > la direction de la ligne / étant 
parfaitement déterminée par les équations (2); ainsi nous aurons 

dû 

25. La même fonction V qui satisfait à l'équation (i) peut être consi- 
dérée comme un potentiel pour une certaine attraction. Désignons par 
(a, ft, c) les coordonnées d'un point quelconque d'un volume II; l'ex- 
pression 

(.5) y:.._J'J'pl^£},,adhdc, 



. f i 



\ 



I ■ 






n 









' .\. \j. •;. K-pr» 



fMMi . ,»i)ron 






/ 



' '/ / 



'/ / /'. 



M'ijnl rdiM crilr <•<• l'rjnih' d*- i/j;»— ♦• po-ili\»* mm n»'i.';iiivf\ uih* attraction 

(Ml MMC irjMlIsMMI l'r|M<'-r-Mh«' [kU' I<* plO'lM,! «I»' 






i 



h 



w 



) 



c 



) 



|>ar la masse de la |»ailiriilc, «•{ celle aelion ne serait pas dirigée sui- 
\anl la droile «pii les joiiil, mais snivant une li,mie cpii (ait avec lesaxes 

ili^s angles d(Mil les cusimms soni |)i(>|)orti()iiiiels a - > -.. — ? — .— • 



Pn^priitis <l( lu (Uidlo/i <jm sulisjitil à rnindlion \'\ - o. 



:2t>. r<'S(Mis. pour alué^er. 



i< 



> l! 



(/» tlz- 



W >]rj.il!(Mi 1 deviiMidra 



A \ 



«», 



d* ;; ->! "li 



. T , • 



• ::I (1(* Nnhiine d'un rtM |>s et par r/^ 1 eltnunl 
. :^'. Si r el ir siMil deM\ tonrlii^iis e«»nt:MU^'>. 
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ainsi que leurs premières dérivées, on obtient ces équations (Chap. I, 
n« 5) 

J ' d^ ^'"= j ' Tl^ ^^^^^^ - j di d^ ^^"^ 

/d'iv , r dw , /•^/i' dw . 
V -^-r drs = / i' -7- COST, di — I -z 7— any, 
^7* J dy ' J dy dy 

r d'W , /• dsv ^ . rdv dw . 

Ç, •/), 2^ étant les angles de la normale à la surface avec les axes de 
coordonnées. Multiplions ces trois équations par A, B, C et ajoutons, 
nous aurons 

/ vMwdm— l v{^ -J— COSç H- B -J- COSTj 4- C-T7 COSU r/<J 



-= _ eu ^ ^ _^. B '4^. ^ + c ^' ^ ] dm, 



dv d\v " dv div p dv dw 
dx dx dy dy dz dz 



et, comme le second membre reste invariable par la permutation de v 
et w^ nous en concluons 

/ t'ASre/m — / *' (A -y^ COS; }- B -^ COST, H- C -^ cosî) di 
— / (l'A' \'dm-^ I ivlk -J- COS ? -+- B -7- COSr, -f- C . j COS Ç j di. 

Par un point de l'élément dfe, menons une droite / dans la direction 
(a, ^, y) fournie par les formules (2) du n° 24, et nous aurons 

A -i- cos5 +- B -r- cosr, +- c -7- cosÇ = F — ,-: 
dx dy dz dt ' 

ainsi l'équation précédente devient 

/ vl'iv dm — / ivl' vdm— j cP ,- di — / (i^P -- di. 

Remarquons que cosa, cos^, cosy sont de même signe que cos^, cos-r;, 
cosî^; donc la ligne / fait un angle aigu avec la normale extérieure; 

elle est donc aussi extérieure à la surface. Les dérivées -^> -^ peuvent 

être discontinues sur la surface g; il faut alors les remplacer par des 
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Mettons l'origine des coordonnées au point (.r< , y, , -, ) ; nous aurons 



r* \'î -* 

A* - .-- -h -• T- H- -7T » 



B C 



X _ j- 



cosÇ=-ïj, cosT<=3— ^> cosÇ = — |t; 

K n ri 

désignons aussi par ^ la longitude d'un point (^, y, 5)de la surface 
sphérique et par 9 le complément de sa latitude; nous aurons 

et l'intégrale [b) a pour valeur le produit de la valeur de v au point 
(.r, , y, , js, ) par l'intégrale 



27r ^ TC 



/ / ^sineûf4../e; 

• '0 

si l'on fait 

.r n^RsinOcos']/, >— RsinBsiu'^^, z = ReosO, 

elle prend cette forme 



"" '"*'' siner/B./ij. 



t/o t/j 



(. 



sin'Ocos-'l/ sin*6sin-4/ cos'OX* 



A H (] 



On voit facilement que le tiers de cette intégrale représente le volume 
d'un ellipsoïde dont les demi-axes sont y^A, y^B, y^; elle a donc pour 
valeur 47^n/ABC. 

D'après cela, l'équation (a) devient 

Considérons ensuite le volume compris entre la surface ^ et une 

autre surface n' qui renferme la première; - ne devenant pas infini dans 

cet intervalle, on peut appliquer l'équation [a) à tout ce volume, et 
l'on a, en supposant que la surface n' aille à l'infini, 



^=f '■''%- j>p- 
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OÙ ra pour valeur 



' ~ V A B 



(z-vf- 



satisfait à l'équation f i , en tout point v, v, z) extérieur au volume n. 
Supposons dans ce volume une masse M dont la densité en chaque 
point soit 9 ^a, A, c'; nous dirons que l'expression .^3) est le potentiel 
de la masse M dans le milieu cristallisé aux coefficients A, B, C. Repré- 
sentons-nous la force dont les composantes sont 



ci V dv dz 

nous aurons 

d\ r'^in,bfC).r — a 



d\ _r ':^(n.b 
d.r - ~~J ' 7^ 



da db de. 



Ainsi chaque particule de la masse exercerait sur le point («x*, v, z),o\ï 
serait concentrée l'unité de masse positive ou négative, une attraction 
ou une répulsion représentée par le produit de 



^\/r-x-")'*(^'M^r/ 

par la masse de la particule, et cette action ne serait pas dirigée sui- 
vant la droite qui les joint, mais suivant une ligne qui fait avec les axes 

des angles dont les cosinus sont proportionnels à > • . > ^^-r^- - 

Propriétés de la onction qui satisfait à l'équation A'V — o. 
26. Posons, pour abréger, 

.^r\ d^\ ..ct-y _ 

^cLc^-^^ny^'-^-d^-'^^^ 

en sorte que l'équation (i) deviendra 

Désignons par du l'élément de volume d'un corps et par da l'élément 
de la surface qui le termine. Si ^ et mp' sont deux fonctions continues. 
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ainsi que leurs premières dérivées, on obtient ces équations (Chap. I, 
n»5) 

•• 5x' ''"= j " di <^°'^''' " j cû di ''"• 

/d'KV , c dKv , r dK' d\v , 

dy J dy J dy dy 

/d'-iv , r div ^ , rdv dsv , 

I, Y], X^ étant les angles de la normale a la surface avec les axes de 
coordonnées. Multiplions ces trois équations par A, B, C et ajoutons, 
nous aurons 

/ v^'wdta— / t^lA ^— COS^-H B -p- C0ST< "^^'TTT cosu d^ 



dv dw ' dv div p dv di%' 
dx dx dy dy dz dz 



-^ - r(A ^^ ^ 4- B ^:^ ^-^^ -h c ^ ^ ) dm, 



et, comme le second membre reste invariable par la permutation de ^^ 
et Wj nous en concluons 

/ K'I'wdm —jilk -r- cos; +- B -^ cost, -h C -^ cos?) di 
-T. / \v\' vdm— I iyl\ — cosî -+- B -J- cosT, H- c -.- cosu ^/j. 

Par un point de l'élément cIg, menons une droite t dans la direction 
(a, ^, y) fournie par les formules (2) du n^ 24, et nous aurons 

di%* f, dsv div ^ „ d\%f 

dx dy dz dt ' 

ainsi Téquation précédente devient 

A' Ver dm — fivl' r dm _t Ap -'^' ^7 - AiP ^' d^. 

Bemarquons que cosa, cosp, cosy sont de même signe que cosÇ, cosr;, 
cos2^; donc la ligne t fait un angle aigu avec la normale extérieure; 

elle est donc aussi extérieure a la surface. Les dérivées -^> -f peuvent 

être discontinues sur la surface a; il faut alors les remplacer par des 



I20 CHAPITRE IV. 



dérivées suivant la droite /' directement opposée et qui sera dirigée 
vers rintérieur de g. On aura ainsi 

27. Supposons que la fonction v satisfasse à l'équation AV = o, 
qu'elle varie d'une manière continue ainsi que ses premières dérivées 
en dedans et en dehors de la surface fs, qu'elle prenne à cette surface 
la même valeur a l'intérieur et a l'extérieur, et enfin que 



'""(Vx^B+ïï) 



soit une constante bien déterminée, quand le point [x,y, z) s'éloigne 
à l'infini; nous allons prouver que la fonction (^ peut être considérée 
comme le potentiel d'une couche infiniment mince distribuée sur a. 
Si nous faisons 






(.r,, v,,:?,) étant un point fixe intérieur à la surface g et (a, p,^) un 
point de dxs^ nous aurons 

et nous pourrons appliquer l'équation {a) au volume renfermé entre la 
surface g et une sphère d'un rayon infiniment petit R dont le centre est 
au point (.r,,y,,5,). L'intégrale 



/ 



- A -j- cosÇ -h B -p- cosTi -h C -7- 
/• \ cix ay dz 



étendue à la sphère est un infiniment petit de l'ordre de R et dont on 
peut négliger la valeur. Examinons ensuite la valeur de l'intégrale 



I .1 . 1 



' / '^T ^7 ^7. \ 

ib) f t' \ A -, COS: -h B -r COST, -u C -; cosï / (h 

J \ (t.r dy dz / 



étendue à la même sphère. 
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Mettons l'origine (les coordonnées au point (r,,v,, S,;; nous aurons 



, .r» v^ z^ 



B C 

rOS;— — jr, COSr^n:— j^, cosî = — ~; 

désignons aussi par ^ la longitude d'un point (^, v, :;)de la surface 
sphérique et par 6 le complément de sa latitude; nous aurons 

et l'intégrale [b) a pour valeur le produit de la valeur de r au point 
(r,, v,,5,) par l'intégrale 



Slt ^ 7t 



r /* R' 

• '0 

si l'on fait 

.r — RsinBcos'!/, r = RsinQsin*}, z — ReosO, 

elle prend cette forme 



'^ -^'^ siner/6./'l; 



t/o */, 



/sin'9c 
V Â 



cos-<V sin*6sin-4/ cos'O 

-- --1 -Tî H- 



R C 



On voit facilement que le tiers de cette intégrale représente le volume 
d'un ellipsoïde dont les demi-axes sont sjX, v/B, y^; elle a donc pour 
valeur 4^v^ABC. 

D'après cela, l'équation [a) devient 

r cl'- , . 

Considérons ensuite le volume compris entre la surface a et une 

autre surface <t' qui renferme la première; - ne devenant pas infini dans 

cet intervalle, on peut appliquer l'équation (a) à tout ce volume, et 
l'on a, en supposant que la surface rs' aille à l'infini. 



o=J .•p^;./.-/i 
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Retranchons cette équation de la précédente, et nous aurons 






V/ABC 

Il en résulte que {^ est le potentiel d'une couche distribuée sur a et qui 
a pour densité 

i p/^^^.' + ^'V 

28. Concevons un cristal infini que nous divisons en deux parties, 
l'une T intérieure a ^ et l'autre T' qui lui est extérieure, et supposons 
ces deux espaces séparés par un intervalle infiniment mince. La fonc- 
tion V peut aussi être considérée comme une température d'équilibre, 
déterminée par une source de chaleur qui ne varie pas avec le temps 
et située sur la surface t. Sur chaque élément d<s se trouvera un élé- 
ment de la source qui produira par unité de temps une quantité de cha- 
leur égale à 

-^[tH -^- .,1') '''• 

d'où résulteront deux flux égaux qui pénétreront l'un k l'intérieur de ç, 
l'autre à l'extérieur, et qui pourront être considérés comme ayant pour 
direction l'un la ligne t\ l'autre la ligne /. 

Valeur de A'V à F intérieur de la masse, 

29. Soit p la densité d'une masse qui se trouve dans un volume gt; 
considérons le potentiel 

r désignant l'expression 



V 



B 



où (a, b,c) sont les coordonnées de rfcy, et cherchons la valeur de A'V 
en un point de la masse. Comme le calcul est entièrement analogue à 
celui des n®* 7 et 8 du Chap. I, nous pourrons le faire rapidement. 
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On obtiendra, comme dans ce numéro, 



cLc 




dW ' - • ^' 



7 J r J r da 



\ étant Tangle de la normale à la surface avec Taxe des x. On aura 
ensuite 

^^ V Tp cosX v — (t , f fh i .r — a . 

Le point {x^y, z) étant supposé situé dans la masse, décrivons de ce 
point comme centre une sphère de rayon infiniment petit R, ; nous par- 
tagerons ainsi la masse en deux parties, Tune située dans la sphère, 
l'autre ^n dehors; soient V, et V^ les parties correspondantes de V; on 
a A'Va^o et, par suite, A'V = A'V|. Appliquons la formule précé- 
dente à V, et soient a, p, y les angles directeurs de la droite R qui 
joint le point {jr,y, z) au point {a, b,c); nous aurons 

de' et dti' étant les éléments de la surface et du volume de la sphère. 
Ajoutons cette équation aux deux équations semblables, nous aurons 

Remplaçons dfs' par RJrfto et drs' par R^rftor/R; mettant de plus l'in- 
dice 1 pour les quantités relatives à la surface, nous avons 

.V._/-!i;,-„„. /./-^-.R. 

Or la quantité 

H I 



'' sin-ecos-t> sin-esiii-i^ cos-O^* 



( 



ABC 
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est indépendante de R; on a donc, pour la dernière intégrale, 



y 11"* 



Po étant la valeur de p au centre de la sphère. Substituons, et il nous 
reste 



A' V ---_ - 



IV 






la valeur de la dernière intégrale ayant été obtenue (n° 27). 



Valeur moyenne de r expression P -j- sur une surface fermée. 

» 
30. Supposons que V soit le potentiel de masses, les unes inté- 
rieures à la surface fermée c et dont la masse est M, les autres exté- 
rieures a <y, et faisons dans la formule {a) (n^ 26) (v = i et ^^ = V; nous 
aurons 

r/V 



/yv./.^/p^^./.; 



or on a 



a'V_-4t^/VAIU:, 



en regardant p comme nul dans les parties oii il n\ a pas de masse 
agissante; on aura donc la formule 

a) f V ~ (h ^ - 'i :: V ABC .M , 

qui, divisée par la surface ç, donne la valeur moyenne de P -y- sur 

cette surface. 

Considérons le cas particulier oîi toutes les masses se réduisent à un 
point P intérieur ou extérieur dont la masse est l'unité. Alors, en sup- 
posant ce point à l'origine, tandis que (,r, >, :;) sera un point quel- 
conque de ^7, on aura 

v = i 
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ainsi la formule [a) donnera 



P -Lda^- ',TTi/ABC ou = o, 
dt 



suivant que le point P sera intérieur ou extérieur. 

Cette formule constitue un théorème d'Analyse qui renferme celui 
de Gauss donné (Chap. I, n"* 13). 



CHAPITRE V. 

SUR L'ATTRACTION DE DIFFÉRENTS CORPS DÉRIVES 
DES SURFACES DU SECOND ORDRE. 



Emploi des surfaces de niveau pour déterminer i attraction d'un corps, 

1. Supposons, en général, un corps homogène dont on sache par- 
tager le volume en tranches infiniment minces par des surfaces renfer- 
mées dans l'équation 

(i) F(.r, )'. V, A) -<», 

où k est un paramètre variable, de telle sorte que chacune de ces sur- 
faces appartienne séparément à un système connu de surfaces de 
niveau, et de plus que chaque tranche ainsi obtenue soit une couche 
de niveau dans le système correspondant de surfaces de niveau (Chap. IV, 
n® 5). Alors la recherche de l'attraction du volume du corps sera rame- 
née à la détermination des composantes de l'attraction d'une couche de 
niveau, qu'il faudra ensuite intégrer par rapport à k. 
Représentons par 

(2) <I»(x, r, j, k,7.) — o 

l'équation du système de surfaces de niveau auquel appartient chaque 
surface (i)» a étant le paramètre thermométrique de ces surfaces; 
k étant d'abord choisi, l'équation (2) coïncidera avec l'équation (i) pour 
une valeur convenable de a. Désignons par e la distance entre la sur- 
face (2) pour ces valeurs de k et de a et la surface qui correspond à la 
même valeur de ^ et k a -h d%. D'après le numéro cité, l'épaisseur de 

la couche de niveau variera proportionnellement à -> et peut être repré- 
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sentée par l'expression ^> où g est constant et déterminé par le volume 
de cette couche. 

2. Nous avons déjà dit (Chap. IV, n** 6) qu'un système d'ellipsoïdes 
homofocaux forme un système de surfaces de niveau et qu'on obtient 
une couche de niveau sur une de ces surfaces, en prenant une couche 
renfermée entre cette surface et un ellipsoïde homothétique intérieur 
et infiniment voisin. Si donc le corps dont on cherche l'attraction est 
un ellipsoïde, on pourra prendre pour les surfaces (i) des ellipsoïdes 
homothétiques avec celui-ci, et, k étant pris constant, les surfaces (a) 
seront des ellipsoïdes homofocaux. 

Il est aisé de retrouver, par ce qui précède, la couche de niveau qui 
correspond aux ellipsoïdes homofocaux, pris pour surfaces de niveau. 

Remarquons d'abord que la distance entre deux ellipsoïdes homothé- 
tiques infiniment voisins varie proportionnellement à la perpendicu- 
laire abaissée du centre des ellipsoïdes sur le plan tangent. 

Soit, en effet, ME une normale menée en M à l'ellipsoïde extérieur; 




joignons le point M au centre et abaissons la perpendiculaire OG sur 
le plan tangent en M. Par les deux droites OM, OG, faisons passer un 
plan qui coupe les deux surfaces suivant deux ellipses homothétiques 
indiquées dans la figure. 

De la similitude des deux triangles lEM, MOG, on conclut 

ME.--;ji()(î; 
or ^vTr est constant, et si l'on désigne par a et a 4- da deux demi-axes 



128 CHAPITRE V. 

des ellipsoïdes qui soient dirigés suivant la même droite, on a 

MI _da^ 

MO ~ a ' 

donc 

ME^OG--, 

a 

et la distance ME entre les deux ellipsoïdes est proportionnelle à OG. 
Il est évident que, réciproquement, si, infiniment près de Tellipsoïde 
extérieur, on construit une surface telle que sa distance ME à la pre- 
mière soit proportionnelle à OG, cotte seconde surface sera un ellip- 
soïde homothétique. 

Désignons maintenant par/ la distance entre l'ellipsoïde 

r* r* -* 

^ ' (1^ b' c- 

et l'ellipsoïde homofocal infiniment voisin 

Les équations de la normale à l'ellipsoïde (3) au point ( r, r, z) sont 

X - ./ Y - > Z - - 

( ;) ) — — ^^- =z - - - , 

.7" y z 

7? )? 7- 

et si, dans ces équations, X, Y, Z représentent les coordonnées du 
point d'intersection de l'ellipsoïde (4)» avec cette normale, chacun des 
termes (/>) est égal à 



v/: 



X' r* -3* 



-/P, 



P étant la perpendiculaire abaissée de l'origine sur le plan tangent au 
point (r, V, z). Substituons dans (4) 



- = '(-T^) 
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en regardant s et/ comme infiniment petits, et nous aurons 

/"est donc en raison inverse de P. 

II suit de là et du n^ 1 que l'épaisseur de la couche de niveau mise 
sur l'ellipsoïde (3) est proportionnelle à P; cette couche sera donc ter- 
minée par un ellipsoïde homothétique avec l'ellipsoïde (3) et qui en 
sera infiniment voisin. 

3. Le même raisonnement, pris en sens inverse, peut servir à 
prouver que les ellipsoïdes homofocaux constituent un système de sur- 
faces de niveau. 

En effet, prenons pour point de départ ce théorème : Une couche 
homogène comprise entre deux ellipsoïdes homothétiques n exerce aucune 
action sur un point intérieur. La composante tangentielle de l'attraction 
de la couche est donc nulle sur la surface extérieure comme a la sur- 
face intérieure, et son attraction sur un point de sa surface extérieure 
est normale à cette surface. Cette couche donne donc naissance à un 
système de surfaces de niveau extérieures dont fera partie la surface 
extérieure S de la couche. Son épaisseur est proportionnelle à la dis- 
tance P du centre au plan tangent; donc la distance entre la surface S 
et la surface de niveau S, extérieure infiniment voisine est en raison 
inverse de P; par suite. S, est un ellipsoïde homofocal avec S. Si sur S, 
nous construisons une couche intérieure homothétique, elle produira 
les mêmes surfaces de niveau que la couche précédente, et l'ellipsoïde 
homofocal Sj, mené extérieurement à une distance infiniment petite, 
appartiendra au système des surfaces de niveau. Et ainsi de suite. On 
voit donc qu'un système d'ellipsoïdes homofocaux forme un système 
de surfaces de niveau. 

Attraction d^une couche ellipsoïdale sur un point de sa surface extérieure. 

4. Soit une couche homogène comprise entre deux ellipsoïdes homo- 
thétiques et infiniment voisins, et cherchons son attraction sur un 
point M de sa surface extérieure. Nous savons que cette force est diri- 

17 
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gée suivant la normale intérieure menée à l'ellipsoïde extérieur et 
qu'elle a pour valeur (Chap. II, n** 8, ou Chap. IV, n^ 2) 

dV . 

dn étant l'élément de normale extérieure et p la densité de la cou- 
che, c'est-à-dire le produit de l'épaisseur E par la densité h de la 
matière; nous avons donc pour cette attraction 

mais nous venons de voir que l'on a 

a 



avec 

Pin: 



\/ 



a' 



-î^ 



l'attraction de la couche sur le point M est donc 

WiP^^ 

a 

Or les cosinus des angles de la normale avec les trois axes ont pour 
valeurs 

_P^ -P.^,. -pi; 

donc on a pour les trois composantes de l'attraction 

^/^rzhP^x-ly _47r/lP»V^,, _47C/|P«5^'' 



s 



rt* ' ab^ ac 



Composantes de Vattraction d'un ellipsoïde homogène sur un point. 

5. Nous supposerons d'abord que le point [x.y^z), attiré par un 
ellipsoïde, lui soit extérieur; soient A, B, C les trois demi-axes de cet 
ellipsoïde homogène. Décomposons son volume en couches infiniment 
minces par les surfaces d'ellipsoïdes homothétiques. Représentons par 
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a, 6, c et a — da^ h^dh^ c— de les demi-axes dirigés suivant A, B, C 
des surfaces qui terminent une de ces couches, 9, et désignons par E 
rellipsoïde dont les demi-axes sont a, 6, c. Par le point {x^y^z) fai- 
sons passer un ellipsoïde E' homofocal avec E et dont les demi-axes 
sont a', h\ c'; puis menons un ellipsoïde E', homothétique de E' et infi- 
niment voisin, dont nous désignerons les demi-axes par a' — da\ 
6' — db\ c' — d&. Si nous choisissons da' de manière que la couche 
homogène c' renfermée entre E' et E', ait la même masse que la cou- 
che G, ces deux couches de niveau produiront la même attraction sur 
fout point extérieur et par suite aussi sur le point [x,y, z). Ainsi, 
pour calculer l'attraction de e, il suffit de calculer l'attraction de C'. 
Les deux ellipsoïdes E et E' étant homofocaux, on a 

a'^ — b'^ = a» -- ^S a'^ -c'^ — a*- — c\ 

et nous pouvons poser 

a'^ — a* = b'*' — 6« m c'* — c' = 5; 

ensuite, comme le point {x,y, z) est sur la surface de l'ellipsoïde E', 
on a 

X* Y' -5* 

s est donc donné par une équation du troisième degré, et, comme elle 
n'a qu'une racine positive, s est parfaitement déterminé par cette 
équation. 

D'après le numéro précédent, les composantes de l'action de la 
couche c' sur le point {x,y, z) sont 

^ ' a'* ^ a' b* a c'^ 

P' étant la perpendiculaire abaissée de l'origine sur le plan tangent 
au point {x^y, z) et la densité étant supposée égale à l'unité. 

Le volume de la couche 3 est la différence des volumes des deux 
ellipsoïdes qui la terminent; il est donc égal à 



Jiraôc — Jira6c( I ) =4^^cé/a; 
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le volume de la couche Z' est de même !\tMc' da! ^ et, ces deux volumes 
étant égaux, on a 

da! :=: 7,—. da. 
oc 

Remplaçons da' dans les expressions (2); nous aurons pour les com- 
posantes de Tattraction de la couche e sur le point (-t\ v, z) 

ifL—~ — 4~ï^'^ -/ —7^ ^<'- 



Posons 



a b c 



(1 n s 

b c a^ 



m et n sont constants et l'équation 1) devient 



,, 



^01 - —a\ 

I — / I 1 

__ _/ / 

d'une couche à une autre, a varie et / varie avec a d'après cette for- 
mule: dilTercntions donc l'équation 3 , et nous aurons 

ou 

■'■ = - ;■;;, ". 

LVxpression de d\ devient donc 

6. Des:-zn«Mis par ? la valeur de 5 quand IVIlipsoide \ar'ah!o, auv 
domi-a\es a, />. r, coïncide a\cc rfllip<<jide d«»nne; 1 sera la racine 
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positive de Téquation 



/•S %'l otS 

1 -« 



-4- -r-. - - + -rz = I. 



-4-(J A* A' 



CJ — : -H d 



Pour obtenir la composante de l'attraction de TeUipsoïde donné sui- 
vant l'axe des x, intégrons l'expression de rfX, er> remarquant que, 
pour a— o, i devient infini, et nous aurons 



\= 2 



/•Ai fit 



et, si nous mettons maintenant -^ ^u lieu de i. 







(* + A')y/(. + i-,)(.-^iï)(.+ ^.) 



D'après cela, posons, pour abréger. 



^='\\'^h){'^é^){'^u) 



et nous aurons 

(4) Jv^-airvy 






(5 -h IV )1) 

Z = — 27r-s 1 



ds 

(7VC*)D 



7. Nous allons mettre ces expressions sous une autre forme. Chan- 
geons la variables en posant 



s 1 

' "^ A'^ ~ u^' 



puis, supposant que Â soit le plus grand des demi-axes, faisons 



l34 CHAPITRE V. 

et introduisons la masse M de reliipsoide dont la densité a été prise 
pour unité; en remplaçant le facteur BC par 7 ^> nous obtiendrons 



3M^ r'^ ^'da 



n ur du 



y__3^M3 r'f ".^^'f 

Si le point (j:,v,5) se trouve à la surface de Tellipsoïde donné, on 
aura ç = o et, par suite, y = 1 ; il faudra donc faire simplement q = i 
dans ces trois formules. 

Si le point (jr, y, 5) est intérieur a l'ellipsoïde donné, menons par 
ce point Tellipsoide homothétique dont nous désignerons les demi- 
axes par A', B', C. L'action de la couche comprise entre ces deux ellip- 
soïdes sur le point (•r,j', z) est nulle, puisqu'elle peut être décomposée 
en couches infiniment minces terminées par des surfaces homothéti- 
ques et dont l'action est nulle séparément. Il suffit donc de chercher 
l'attraction de l'ellipsoïde aux demi-axes A', B', C. Pour en avoir les 
trois composantes, il faudra encore faire dans les formules précédentes 

ç = I et remplacer j^ par ce que devient cette quantité pour cet ellip- 
soïde; mais sa valeur reste la même. Donc il n'y a qu'à faire q = i 
dans les formules précédentes, et l'on en conclut aussi ce théorème, 
dû à Maclaurin : 

La composante de V attraction d'un ellipsoïde homogène sur un point 
intérieur^ suivant un des axes, ne dépend que de la coordonnée du point 
parallèle à cet axe, et elle est proportionnelle à cette coordonnée. 



Potentiel d^un ellipsoïde plein homogène. 

8. Si nous désignons par V le potentiel de l'ellipsoïde pris au point 
(x,j,5), les composantes X, Y, Z de son attraction sur ce point seront 
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^V dW d\ 



y - ' J - - 



A cause de leur symétrie, adoptons les formules (/») du 



dx dy dz 

n«6. 

Si Ton suppose le point [x,y, z) situé sur la surface de l'ellipsoïde, 
a est nul et l'on a, par conséquent, 



d\ r* ds 



V r 

,— m — ITZX I 



dx J^ {s-\-S})\) 

dV __ r*_ ds _ 

dy- """"^l Û+'B^)!) 



dz 



r- ds 



avec 



" ABC 

de plus, d'après ce qui a été dit à la fin du numéro précédent, ces for- 
mules ont encore lieu si le point [oc, y, z) est intérieur à l'ellipsoïde. 
Des trois dérivées de V, on conclut la formule 



(I) V=-^ 



[-;("i)(.tA^r^^X*i)(^H^)-^^^^^ 



où H est indépendant de .r, j, z et représente la valeur de V au centre 
de l'ellipsoïde. Nous déterminerons ci-dessous la valeur de H. 

Pour obtenir la valeur de V en un point extérieur, posons, d'après 
les formules (4)> 

puis différentions par rapport à ^r, nous aurons 

en posant 

^'- ABC • 



i;^6 



cnApnnp. v. 



Or T satisfait ii réquation 



(2) 

on a donc 



,/•■ 



V- 



i •» ' I > •■> ' i ' -> 



I : 



;z7 



/•* fis r r/7 ^/l 



En comparant cette équation avec la première tbrnuile (4) <Iii n*' 6, 
on obtient 

fi.r [y; d,i' 

on a (le même 

(l\} T, (h r/l; t: (h 

(ly J). (ly (Iz '~ 1), ilz 



et Ton en conclut 



i:-.r*-.M,. 



H, étant une constante. Si Ton su|)pose (jue le point i,x\y,z) aille ii 
rinlini, n sera infini. Je vais démontrer (juc les trois pr^Muiers termes 
(le Texpression (l(» V seront alors nuls; Tintégraleciui entre dans IJ sera 
nulle aussi et, conjine V devient égal \\ zéro, II, sera lui-nu^me nul. 
Examinons ce (|ue devient l'expression 

A 



./ l)(-V-r-AM' 



(juand le point (r, v, z) s'éloijj;ne à l'infini. Désignons par a le plus 
|)etit des trois demi-axes A, H, (!; nous aurons successivement 



1 \i 



" \ijc ' "(^^-^ ) ' A lie 



- » 



X 1>(-^- A^ 



AH( 






on i ABC - 



> \'i 



{^-\-V^) 



Or on a, d'après (2), 



a 



.i 



i; 
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il en résulte 

quantité qui est nulle pour ç = oo . On démontrerait de même que les 
trois termes suivants de V sont nuls; donc H, est nul. 
Ainsi l'on a, pour la valeur de V en un point extérieur, 

(3) ^ = "X (' - .r?X' - .V in? - r+T») î' 

Nous pouvons maintenant calculer la constante H de la formule (i). 
En effet, les deux expressions (i) et (3) doivent prendre la même va- 
leur quand le point (^, j, z) est sur la surface de l'ellipsoide 



œ^' 7* z^ 



A* "^B» "^C* ~*' 

limite où ces deux formules sont Tune et l'autre applicables. On a alors 
G = G et il faut prendre dans (3) zéro pour limite inférieure de l'inté- 
grale; la formule (3) devient 

et l'on a 

D'après cela, la formule (4) donne le potentiel de l'ellipsoïde en un 
point intérieur. 

Dirichlet, après avoir posé les formules (3) et (4) {Journal de Crellcy 
t. 32, t846), les a vérifiées au moyen du théorème du n*' 15 du Cha- 
pitre I. 



i8 
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Potentiel d'une couche homogène comprise entre deux ellipsoïdes 

homothétiques. 

9. Dans l'expression du potentiel d'un ellipsoïde aux demi-axes a, 
by c, pris au point extérieur [x,y, z). 



V=z 



/•/ __.r« .r« z^\ ds 



posons 



a a 

b c 



nous aurons 



ds = a^dt, D:=y/(^i+'J^^i-+- .^--^^i+lj=v/(,4-0(i + m*0(iV/i«0, 



et il en résultera 

j^* v' s« \ dt 



\ = 



'/■("■ 



I -+- / I I II) 

— -^t -1 -+- ^ 



en prenant pour /« la racine positive de Téquation 



,.S -^.i -i 



(i) — H \- — = a*. 

I -h /, I I 

Cherchons Taccroissement infiniment petit de V, provenant du chan- 
gement de a en a-+-r/a; alors /^ subira un accroissement dt^^ d'après 
l'équalion (i), et nous aurons la formule 

„, . /^* dt / . ./ * r' <3* \ dt 



izada I Vv — Tt/ a' — — 



- ^, I I I J)i 



dans laquelle le dernier terme est nul, à cause de l'équation (i). Cette 
expression représente évidemment le potentiel c d'une couche com- 
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prise entre deux ellipsoïdes homothétiques et infiniment voisins; ainsi 
Ton a, pour ce potentiel, 

V z=i iTza da \ - z _ _ • 

Si l'on pose 

et que Ton désigne par M la masse l^-jzbcda de la couche, cette formule 
se transformera en la suivante : 



- ¥ I- _ ^" _ _ 

10. Cherchons le potentiel de la même couche dans un point de sa 
cavité. Comme ce potentiel est le même dans tout cet espace, mettons 
ce point à l'origine des coordonnées. 

Nous avons d'abord, pour le potentiel dej'ellipsoïde aux demi-axes 
a, 6, c, pris a l'origine, 



et, en prenant la différentielle de V par rapport à a, nous aurons, pour 
le potentiel cherché, 

dt 

v/(i 4- ô 4- w»f )7r-wi»7) 






OU, d'après la transformation précédente, 



_M r* du 



Potentiel d'un ellipsoïde formé de couches homogènes infiniment 

minces et homothétiques. 

1 1 . Supposons le point (a?, j, z) extérieur à l'ellipsoïde qui est com- 
posé de couches infiniment minces dont la densité est supposée fonc- 
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tion de a\ représentons cette fonction par ^[a)\ nous aurons, pour le 
potentiel d'une de ces couches, 



' z^ 2 TZ'^ (a) a aa I z — r -- — - 



ti étant la racine positive de Téquation 



œ* //i' V* n^z* 



(p) H '- \- - ^ —a}. 



Posons 



I ^{a)ada — ¥(a). 



il en résultera F(o) = o, et Ton aura, pour le potentiel de Tellipsoïde, 



V - iT. I V\a)daÇ y^^ 



A étant le plus grand demi-axe de l'ellipsoide donné. Or on a 

Donc, si nous désignons par /, la valeur de / correspondant a a = A, 
nous aurons 



.F(A)^"^'^../'f(«)^' 



V=2 

ou 



\^2^f\F(\)-¥{a)y^, 



formule où Ton doit remplacer dans F(a) la quantité a par sa valeur 
tirée de l'équation {p). 

Pour avoir les composantes de l'attraction de cet ellipsoïde sur un 
point extérieur, il suffira de former les dérivées de V par rapport à a\ 
y^ 5; on aura, par exemple. 



■ l 
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en différentiant Tcquation (/?), on obtient 

du 1 X 
dx a I -h ^ ' 

et, comme on a F'(a) = «^(a), il en résulte 



d\ 

dx 



lTy.X I »(<7) 

•l 



Si l'on suppose un corps creux compris entre deux ellipsoïdes ho- 
mothétiques et formé des mêmes couches que dans le problème précé- 
dent, on aura, pour le potentiel d'une de ces couches en un point inté- 
rieur, 

^:>(a)ada I j , 



i' _- 2 7: 



et, si nous désignons par A et A^ les demi-grands axes des ellipsoïdes 
qui limitent le corps, nous aurons, pour son potentiel en un point de 
la cavité. 



Potentiel d*un ellipsoïde formé de couches homogènes infiniment 

minces et homofoccdes. 

12. Le potentiel d'un ellipsoïde homogène aux demi-axes a, 6, c, et 
dont la densité est égale à l'unité, a pour valeur en un point extérieur 

Vg V s^a} s-\-b' .v-+-cVl> 

en posant 

abc 

et, en prenant pour a la racine positive de l'équation, 



V* 5« \ d^ 



rt* -h a ^* 4- ff c' -H a 



. = I . 
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Posons 
et nous aurons 

l> =: iTzabc I I ;- — 77» i i ) -; - - — " 

^ \ p' p'-P- p'-ïvs/(p^-r-)(p*-ï*) 



la limite inférieure p, de Tintégrale étant égale à V^' -+-<?,; p, est par 
conséquent la racine réelle, positive et plus grande que a, de Téquation 
du troisième degré en p. 



^' . } 



i *t 



Posons 



=1 1. 



X \ p' P'-^* P'-TVi/'(p^-âM(V-YM' 



et nous aurons 



Supposons un second ellipsoïde homofocal avec le premier et auquel le 
point (.r,j, jî) soit encore extérieur. Dans l'expression de son poten- 
tiel {^\ la quantité p« restera la même, et, si nous désignons par a\ h\ 
c' ses demi-axes, nous aurons 

Donc les potentiels des deux ellipsoïdes sont entre eux comme leurs 
volumes, et l'on peut énoncer ce théorème, donné pour la première fois 
par Legendre dans son Mémoire intitulé : Recherches sur l'attraction des 
sphéroïdes homogènes ( Mémoires des Savants étrangers^ p. 4 1 3 ; 1 7^5 ) : 

Deux ellipsoïdes homofocaux et homogènes exercent sur un point exté- 
rieur des attractions de même direction et proportionnelles à leurs masses, 

13. Prenons le second ellipsoïde infiniment voisin du premier, et 
désignons ses demi-axes par a 4- da^ b -+- db, c -f- de. Comme les 
quantités p et y qui déterminent les foyers sont constantes, nous 
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aurons, en différentiant les équations [h), 

a da z=i b db --. c de ; 

nous aurons, par conséquent, 

{>':- O.TZ [abc -h bc da -h cadb -h abdc)l 
2rA abc-hlbc -i- — f Wrt I. 



r^ 2 



Le potentiel de la couche comprise entre les deux ellipsoïdes a donc 
pour valeur 

r) 



9.Tzl { bc ~] : ^ ) da 



OU, en remplaçant 6, c en fonction de a, 

Si Ton a un ellipsoïde composé de couches homogènes infiniment 
minces, comprises entre des ellipsoïdes homofocaux et dont la variation 
de la densité est indiquée par la fonction 9 (a), on aura pour son po- 
tentiel 

en prenant pour limite inférieure la quantité y supposée plus grande 
que P; car y est alors la plus petite valeur de a. 

On formera les composantes de l'attraction du corps, en prenant les 
dérivées de V par rapport k ce, y, s. 

L'expression (/) du potentiel d'une couche homofocale est égale au 
produit de ^I par la masse de la couche. D'après cela, si sur des ellip- 
soïdes homofocaux, qui constituent un système de surfaces de niveau, 
on forme des couches homogènes homofocales, leurs attractions sur 
un même point extérieur seront de même direction et proportionnelles 
à leurs masses, comme les attractions des différentes couches de 
niveau. Il y a seulement cette différence que, pour ces dernières 
couches, l'attraction sur un point de leur surface extérieure est nor- 
male à cette surface. 
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En partant de l'expression du potentiel d'un ellipsoïde en un point 
intérieur et faisant un calcul tout semblable à celui qui nous a servi à 
déterminer l'expression (/), nous trouverons pour le potentiel de la 
même couche en un point (^,.y, z) de sa cavité l'expression 

OÙ l'on prend 

14. Legendre, après avoir énoncé son théorème dans le Mémoire 
cité ci-dessus, l'a prouvé pour les ellipsoïdes de révolution ; plus tard, 
Laplace et Legendre l'ont démontré, chacun d'une manière très dif- 
férente, dans le cas général; par conséquent, ainsi que l'ont déjà fait 
observer plusieurs géomètres allemands, c'est bien à tort que l'on 
donne souvent à ce théorème le nom de Maclaurin. 

La théorie de l'attraction des ellipsoïdes homogènes a occupé New- 
ton, Maclaurin,. d'Alembert, Lagrange, Legendre, Laplace, Gauss, 
Ivory, Poisson, Chasles, Dirichlet. Mais deux Mémoires priment tous 
les travaux qui ont été faits h ce sujet : celui de Maclaurin {De causa 
physica fUixus et rejluxiis maris^ 174^), où il résolvait complètement 
le problème de l'attraction d'un ellipsoïde sur un point intérieur ou 
sur un point de sa surface, et celui de Legendre qui déterminait l'at- 
traction d'un ellipsoïde sur un point extérieur, en la ramenant à celle 
d'un autre ellipsoïde, homofocal avec le premier et dont la surface 
passe par ce point. 



Potentiel d'une ellipse recouverte d'une couche infiniment mince 

et de densité constante. 

15. Considérons une ellipse ayant pour demi-axes A et B et dont les 
équations sont 

X* Y* 

(I) Z=r:0, ÂT"*"F»^'' 
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X, Y, Z étant les coordonnées courantes, et supposons cette ellipse, 
recouverte d'une couche infiniment mince dont la densité est con- 
stante et égale à p. 

Riemann a donné pour le potentiel de cette ellipse au point (^, j, s) 
la formule 




{9.) \ = 2p ^ * /• ^ ^^' ^' '^'' 



4-ç B' 



vA( 



-rr > 



où la limite inférieure «j de l'intégrale désigne la racine positive de 
l'équation 



.r» r* -« 



B' 



— = I. 



CT rj 



Cette formule peut être obtenue en regardant la couche elliptique 
comme la limite d'un corps ellipsoïdal terminé par la surface 

(3) Â-«-^îp-^(ÏÏ="-' 

et formé découches homothétiques infiniment minces, lorsqu'on fait 
tendre le demi-axe C vers zéro. 

Considérons un ellipsoïde intérieur h l'ellipsoïde (3) et qui lui est 
homothétique; si nous posons 

A A 

H "'"' C~"' 

il aura pour équation 

(4) X' 4- m» Y» -h n*Z» m Vh\ 

h étant < i; l'intersection de cette surface par le cylindre 

(5) X»-+-m»Y*-A*Â-* 

se compose de deux ellipses parallèles au plan des x, y. On en conclut 
que deux cylindres infiniment petits, dont les bases seront égales et 
situées sur la courbe (5) tracée sur le plan des x,y, détacheront dans 
chaque couche des masses égales. Donc, si l'on suppose que C tende 
vers zéro, l'ellipsoïde deviendra une couche infiniment mince distri- 

'9 
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buée sur Tellipsc (i) et composée de bandes bomothétiques infiniment 
étroites et bomogënes. 

16. On peut s'arranger pour que toutes ces bandes soient de même 
densité. 

Prenons sur la courbe (5) une aire infiniment petite r/œ, que nous 
prenons pour la base d'un cylindre droit; il détachera dans le corps 
ellipsoïdal un volume qui aura pour valeur 

2 diji 



t/n 



Z| étant la coordonnée de l'ellipsoïde (3), et a d'après les équations (4) 
et (5) ayant pour valeur 

Comme on a aussi 

l'expression de ce volume devient 

2dis^r ?(v//i'Z«-hA*A-»)^.. 
Posons 



Z r= -\^i — A-*sin6, 



n 



nous aurons pour ce volume 



2/ ^ 



'—^i — k^dtal o[Av/i — (I — X:*)cos'6]cDs0^6, 



et si, désignant par g une constante, on pose 



ç(fl) 



^ 



y/A* — rt* 

cette expression se réduit à 
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Ainsi la densité de la couche sera égale à la constante p si Ton pose 

-;^ = P ou g=^; 

à la limite C sera infiniment petit et par conséquent g infiniment 
grand. 

Nous avons vu (n^ il) que le potentiel du corps ellipsoïdal a pour 
valeur 

en prenant pour a^ et ^(a*) les expressions suivantes 



4.(1 



^ a 



et/| étant la racine positive de l'équation 



.r * m* j^'* n* z^ 



- 4- — _^ A*. 
On a 



et il en résulte, pour le potentiel de l'ellipsoïde, 



V:= 



Pour obtenir le potentiel de la couche elliptique, faisons C infini- 
ment petit ou n infiniment grand, et nous aurons 



et, en remplaçant / par -j-jt nous obtiendrons la formule (2). 
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17. Nous allons vérifier la formule {2), ainsi que l'a fait Riemann. 

En général, si une fonction V de a?, j, z satisfait aux conditions sui- 
vantes : 

I® V est une fonction continue deœ.y, z, ainsi que ses dérivées du 
premier ordre en dehors d'une surface a; 

2® V satisfait à l'équation AV = o dans tout l'espace, excepté sur 
cette surface; 

3" Dans toute l'étendue de <;, on a 

dV d\ 

dN et rfN' étant les éléments de normale menés de part et d'autre de a; 

4® La quantité Vy^a?^ -f- J^ -H ^'^ reste finie quand le point {x,y^z) 
s'éloigne à l'infini ; 

Alors V représente le potentiel d'une couche infiniment mince de 
matière distribuée sur c et dont la densité est p en chaque point. Cette 
proposition se démontre absolument comme celle du n** 15 du Cha- 
pitre I. 

Si l'on regarde x, y, z comme des coordonnées variables et <t comme 
un paramétre variable, l'équation 



(6) 



j^i yt -î 



A'-+-<T B*H-ff a 






représentera un système d'ellipsoïdes homofocaux dont les foyers sont 
sur les axes des x et des j", et la limite des plus petits ellipsoïdes sera 
précisément l'ellipse (1). Il est évident que cette équation en <r a une 
et une seule racine positive; les deux autres sont négatives et com- 
prises, l'une entre — qo et — A^, l'autre entre — A* el zéro. 
L'équation (6) peut s'écrire 

donc, quand z = Of une des trois racines devient égale à zéro. 

Si z n'est pas nul, le produit des trois racines est positif. Or, quand 
z est nul, le produit des deux racines autres que celle qui est nulle 

ê 

est 
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et, par suite, négatif ou positif, suivant que le point (•r,y) sera hors 
de l'ellipse (i) ou dans cette ellipse. D'après cela, la racine qui de- 
vient nulle est négative ou positive, suivant que le point (^,y) est en 
dehors ou en dedans de cette ellipse. 

Donc, pour ^ = o, la plus grande racine de l'équation (6), que nous 
désignerons alors par c^^ est plus grande que zéro si le point (a?, j, s) 
est en dehors du cylindre 



1 



A* "^ B* — * 



et d' est égal k zéro si le point (x, j, z) est à l'intérieur de ce cylindre. 
Ces remarques nous serviront plus loin. 
Posons, pour abréger. 



I — 



^« r« -« 



1 c _L_ Rt c — "» 



.V -h A* 5 -H B* s 
nous aurons 

(7) V::::2p / — - 



/"_ s/Uds 



18. Pour éviter, dans le calcul des dérivées de Y, les différentiations 
par rapport à la limite inférieure, Riemann remplace l'intégration 
prise pour des valeurs réelles par une intégration prise pour des va- 
leurs imaginaires. 

Soit posé s = 5-1-71^— I et regardons Ç comme l'abscisse et ti 
comme l'ordonnée d'un point d'un plan, par rapport à des axes rec- 

Fig. 6. 




tangulaires. Menons la ligne droite qui va du point 5 = <t au point 
^ = 00 ; puis menons une courbe L qui renferme cette droite et qui s'en 
écarte infiniment peu; nous pouvons regarder cette ligne comme fer- 
mée; elle ne renfermera ni le point 5 = — A*, ni le point j = — B*. 
Elle ne contiendra pas non plus le points = o, si nous supposons que 
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l'on n'a pas<7 — g' = o, ce qui ne peut avoir lieu que si le point (a:, j, z) 
vient sur le plan des x^ y et dans l'intérieur de l'ellipse 



--0» ji-^-gi-^'- 



Le contour L ne renfermera donc qu'un point critique de la fonction 
soumise au signe d'intégration, savoir le points = oo , autour duquel 

la fonction change de signe par le facteur -^; donc l'intégrale prise le 

long du contour L est égale à deux fois cette intégrale prise le long de 
la ligne droite qui va des = aks = (x> . Ainsi nous pouvons écrire 







s\ I -f- 



F)('+é) 



en regardant l'intégrale comme prise le long du contour L. 
Posons 



(- é) (- B--) = ••. 



nous trouverons 



Or on a 






dH _ .r» j« 5* 

ds ~~ (5H-A«)* "^ (5-+-B')' "^î»"' 

f/logP I I I 



ds s -h A.* 5 H- B* s* 



il en résulte 



ds ds ds 

On a donc 

'V = -/ip^-!T^-=-.'/<HP)-"^(HP,. 



— 2 



L'intégrale indéfinie a pour valeur - — > expression qui a une valeur 

y HP 
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parfaitement déterminée pour chaque valeur de s appartenant au con- 
tour L; donc l'intégrale prise le long de ce contour est nulle et l'on a 
AV = o, ce qui est la deuxième condition exigée. 

19. On voit facilement que V, -j-f y- sont partout continus. 
Examinons ensuite la dérivée 

dV r ds 



d\ r 



y/HP 



OÙ l'intégrale s'étend à toute la ligne L. 

Supposons d'abord que le point [x^y^ z) soit situé en dehors du cy- 
lindre 

X' Y' 

(«) Âi + B^^'- 

Pour 5 = 0, on a d = g' > o et H = o; la fonction soumise au signe 
d'intégration renferme le facteur -7 > qui devient infini pour ^ = ç', 

mais il n'en résulte aucun élément infini pour l'intégrale; donc l'in- 
tégrale a une valeur finie et -jz s'annule par le facteur z qui est nul. 
Donc, en désignant par t un infiniment petit, ou a 



(SL.-(SL.,-^^' 



ainsi -^ est une fonction continue sur toute la partie du plan des x, y 

située en dehors de l'ellipse (a). 

Supposons ensuite que le point [x,y^ z) soit situé à l'intérieur du 
cylindre [a). Alors, pour 5 = o, on a g ~ <?'= o et la fonction soumise 
au signe d'intégration est infinie pour le point5 = o, qui est mainte- 
nant renfermé dans L. Dans ce contour, menons la ligne AlB {Jig. 7) 
infiniment voisine de ce point et qui partage en deux parties la surface 
renfermée par L. Alors le contour d'intégration pourra être remplacé : 
1^ par la ligne AIBEA qui s'étend à l'infini; a^ par le contour infini- 
ment petit BIADR; car la ligne AIB est parcourue en sens opposé dans 
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lé*h iié*M% mnïvér^ux iumiourH, I/iniégrale relative au premier de ces 
dtf'ijx iuPhUmn ithi finie et, multipliée parle facteurs, sera nulle; il reste 
donc à noiJH oc^Mjper de Tintégrale prise le long de BIADB. 

Vo^iàtUi ^ If on a 

i)imtu\ U* priMiiiiT r.onlour aura été parcouru et que Ton reviendra au 
point H» v^li aura changé de signe. Prenons donc cette intégrale précé- 



Fl0. 7 



4 



<U) h ~ " -"■ 



j 
U 



lien tlu HÎgno - pour lo second contour; celui-ci, pour l'intégration, 
pool éiro roniplacé par un cercle infiniment petit décrit du point. v = o 
conuuo centre. Posons donc 



.V -• /r^', 



en désignant par rie rayon du cercle; si nous supposons que r est un 
inllnimoul petit d'ordre supérieur il celui de z*, nous trouverons, pour 
cette intégrale. 






ih\ aura donc 

(/ V » r 

. -3- 

*iZ . -t 

Suivant que 3 est pos^tiTou négalit\ ou a \ 5- - -»- 5 ou ~ — 3» et '-r: 
esl e^al il j^j OH à -t- a-rj. Aiusi Ton a 

,-/V\ ,A\ 



sur la surface de Tellipse. 
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20. Il est évident que ^- est une fonction continue dans tout le reste 
de l'espace. Il reste donc à prouver que 



limVv^x- -h j- -+-;:• 

a une valeur finie quand le point [oc, y, z) s'éloigne à l'infini. 
On a d'abord 

et la quantité 



H = i 



^1 «.S -S 



5 -h A* 5 H- B* s 



— > 



s'annulant pour s = (s^ varie de zéro à l'unité quand s, en restant réel, 
croit depuis ^ jusqu'à Tinfini; donc, en remplaçant H par l'unité dans 
la formule (7), nous aurons 



V<2p / ^ <2pAB / s 'ds 



OU 



V<4pABcr"S 

{«) Vv^i<4pAB. 

On a ensuite 



lim 

OU 



.r» -f- v« -f- s* 



— lim 7-: H- - -^ôi H = 



(6) lim ^^ ^ = r. 

Enfin, d'après (a) et (6), on a 

limVv^vF*-i-7»H-45*< 4p AB. 

Potentiel d'une cow:he elliptique composée de bandes infiniment étroites 

homogènes et homothétiques, 

21. Nous avons vu (n° 15) qu'une telle couche peut être considérée 
comme la limite d'un corps ellipsoïdal composé de couches homogènes 

ao 
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et liomothétiques, lorsque Taxe 2C devient infiniment petit, et ce 
corps a pour potentiel (n** 16) 

en faisant 



On a donc aussi, pour le potentiel de la couche examinée, 
en posant 



r, 

) 



a* m- y' 5* 

«' m 1 :— -- H 

I -I- ^ I -H m'/ ^ 

Supposons que la densité de la couche soit une fonction donnée /(a) 
et déterminons la fonction -^(a^). 

D'après le n^ 16, nous avons, pour la densité de la couche, 

(a) x(«)^— /î^^^^r\[Av^i-(i-it»)cos*e]cosecfô; 

nous avons aussi 
posons, pour simplifier, 

et faisons, de plus, 
comme on a 



x(û) est une fonction de w, ci(a), et l'équation (a) devient 

m{u) = \/Ti I /'(acos*6)cos6û?6; 

il faut en tirer la fonction/. 
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Changeons la variable 0, en posant 

U COS*0 r3(', 

et nous aurons 

m 



^ Jo V " - *' 



Multiplions par -== ot intégrons de zéro h a; nous aurons 

y/a — w 
r"" rnj u) du ^ I /•''j^// r" , ^A- 

L'intégration peut s'effectuer par rapport à // et, comme on a évi- 
demment, en général, 

f ^j: / /(^^ v) dy — I dy f f{x,y) dx, 

puisque ces deux intégrales doubles représentent un même volume, on 
obtient, par l'application de cette formule, 

r^îM^^i rri..d.f -^- ; 



a étant >r, on a 



r dii 

J sf\i — u){u — v 



du a -h i' — 2 M 
1 — arccos 

\ 7. (• 



il en résulte 






OU 



/ X i/ V 2 r'^w{u)du 



De la formule (fi) on tire 
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OU 



>'HK^) 



Comme ^(a^) s'annule pour a = A, la constante arbitraire de la for- 
mule (y) doit être supprimée; on a donc 



A» rt« 



« Sr I /.\*—a'- 



OU, en remplaçant // par ' / > 






Ce calcul se trouve dans l'Ouvrage de M. Betti ( Teorica délie forze 
newtoniane). 

Siir Vinvenion des intégrations dans une intégrale définie double. 

22. Supposons deux quantités a et / liées par l'équation 

(a) « = X(0; 

désignons par /' la valeur de / pour a = o et par /« la valeur de / pour 
a = A. 

Regardons a comme l'abscisse et / comme l'ordonnée rectangulaire 
d'une courbe. Le cas le plus simple de notre problème sera celui où 
l'arc de la courbe compris entre les points (o,/') et (A,/,) ne sera 
rencontré qu'en un point par une droite menée parallèlement à l'un 
ou l'autre des axes de coordonnées. Alors on a cette formule, qui sert 
à intervertir l'ordre des intégrations, 

f da j ^{a,t)dt=il dt j ^(u,t)du. 

Pour démontrer cette formule, prenons les différentielles des deux 
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membres par rapport à A, nous aurons, pour le premier, 






et, pour le second, 



,/' 



dS.f *(A,0 



dt- 



dti 
d\ 



.A 



t) du. 



Le dernier terme est nul, puisque >^(^i) est égal à A. Les deux inté- 
grales (^) sont donc composées d'éléments identiques et il ne reste 
plus qu'à remarquer qu'elles s'annulent pour A = o; cela est évident 
pour la première, et la seconde s'annule aussi, puisque, pour A = o, 
on a /, = /'. 

Il est facile de voir pourquoi le raisonnement qui précède est en dé- 
faut, lorsque l'arc de courbe qui joint les deux points (o,/') et (A, /, ) 
est rencontré en plusieurs points par une parallèle à l'un des axes de 
coordonnées. 

En général, dans une intégrale telle que la première (^), prise entre 
les deux constantes zéro et A, da est considéré comme ayant constam- 
ment le même signe et celui de A; de même, dans la seconde, dt est 
généralement considéré comme ayant constamment le signe de /'— /«. 
Or, d'après la démonstration qui en a été donnée, la formule (P) sera 
applicable, pourvu que l'on regarde da^ dans la première intégrale, et 
dt, dans la seconde, comme prenant des signes variables. 

Soit MB,BaP (y?^. 8) l'arc de la courbe (a) compris entre les deux 



Fig. 8. 



M 



B. 



/^ 



Bi 







points (0, /') et (A, /, ) et soient B| et B, deux points de cet arc en les- 
quels la tangente est parallèle à l'axe des/. Si nous supposons qu'un point 
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parcoure cet arc dans le sens MB, BjP, da sera positif sur MB,, négatif 
sur B,B2, positif sur BjP. Désignons par a, et ol^ les abscisses de B, et 
Bj et représentons les valeurs de /sur MB,, BjBj et B^P respectivement 
parxi(«). X2(ûK)f X«(^)- ^^ première intégrale (p) pourra se décompo- 
ser ainsi 

f U{a,t)da— U[(rr/j(a)]ria-h I n[flr, /,(«)] ^a -h / n[âf,x5(«)]fl^a. 

23. Considérons, parce que nous en aurons besoin plus loin, le cas 
particulier où Tare n'est coupé qu'en un point par une parallèle à l'axe 




des /, mais peut être coupé en deux points par une parallèle a Taxe 
des a {fig. 9). 

Alors l'intégrale du premier membre de (p) s'expliquera parfaite- 
ment, sans qu'on soit obligé de faire la convention précédente, puisque 
a va constamment en croissant quand un point parcourt l'arc MNP sans 
rebrousser chemin. 

On voit facilement que cette intégrale représente le volume d'un 
corps prismatique ayant pour base JVINPR et terminé à la surface 
Z = <t(a,/). 

Examinons ensuite la seconde intégrale (p). Désignons par m la plus 
petite valeur de / représentée par ND sur la figure; cette intégrale 
pourra se décomposer ainsi 



Désignons par >,(/) et \{^) les valeurs de a sur l'arc NP et sur 
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l'arc NM; nous aurons 



^r{t,a)dt^j ^[t,Mt)]dt-^- ^•[^X,(0]e/^ 



t' / 



24. Nous aurons encore à considérer le cas particulier oii 4>(a, /) est 
(le la forme 

o{a)^[a,l(t)]F{l 

Alors laformule (p) deviendra 



f ^{a)daÇ ^[a,\{t)]¥{t)dt 

^f ¥(l)dtf ^[ti,l{t)]^(ii)du 



OU 

I' 



= f ¥{t)dtÇ ^{u,ay:i{ii)du. 



Potentiel d'un cylindre elliptique droit de longueur finie. 
25. Soit un corps homogène compris entre le cylindre elliptique 



1* l! 
^« "^ 6« ~ * 



et les deux plans 

Z '-^ Of Z n:^ H. 

Prenons la densité du corps pour unité et divisons-le eu tranches pa- 
rallèles au plan des x, y et dont la hauteur infiniment petite soit dh. 
D'après ce qui a été vu (n^ 15), le potentiel de la tranche située sur le 
plan des x^y ^ pour valeur 



*^g y s -^ a* 5- -h 6>* su 
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en posant 

''=\AFI)F?)' 

et la limite inférieure s étant la racine positive de Téquation 



^' y« z^ 



5 H- a* 5 -h 6* s 






. Pour avoir le potentiel v de la tranche située à la hauteur A, il fau- 
dra changer s en s — A dans l'expression précédente, et nous aurons 

la limite inférieure s étant la racine positive de Téquation 

Nous aurons donc, pour le potentiel du cylindre compris entre les plans 
5 = o et 5 = H, 

Il ^« , 

(5 — A)* ds 



V = 2 f dh f i/i fL---Z!^- 



A D 



où l'intégration doit s'effectuer d'abord par rapport à s^ puis par rap- 
port à A; mais, comme l'intégration indéfinie peut s'effectuer par rap- 
port à A et point par rapport à s^ nous allons intervertir l'ordre des 
intégrations. 
Si nous posons 

l'équation (i) pourra s'écrire 

(2) h = z±^{s). 

Représentons le second membre par >.(f), nous aurons 



^■='XW 



[X (t) — g]'— (A — j)« ds 
s D 
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Désignons par 5' la valeur de s pour A — o; V pourra se décomposer 
en deux parties de la manière suivante : 

f dh I ^{h,s)ds^i l dh I ^{h,s)ds; 

les limites de la seconde intégrale étant constantes, on peut y inter- 
vertir l'ordre des intégrations sans en changer les limites, et la première 
intégrale peut être transformée par la formule du n° 24; nous aurons 
donc 



1 '\/R)(-^')- 

la limite inférieure 9 de la première intégrale étant la valeur de 5 pour 
A = H, c'est-à-dire la racine positive de l'équation 






-ha' 7 -H ^ 



2 



Mais il faut avoir soin de comprendre la première des deux intégrales 
doubles selon ce qui a été dit (n° 22); ce qui nécessite les considéra- 
tions suivantes. 

26. Dans l'équation (i) posons z — h = z'; nous aurons 

s -^ (r s -h o^ s 

et représentons la racine positive de cette équation par 

Si l'on regarde .r, v, 2' comme des coordonnées courantes et^ comme 

un paramètre, l'équation (/j) représente des ellipsoïdes homofocaux 

dont les dimensions grandissent avec s. Donc, x et y étant supposés 

21 
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constants, quand z* grandit, s va aussi en croissant. Remettons h — z 
au lieu de z*\ nous aurons 

donc s aura sa plus petite valeur pour A — s el il ira constamment en 
croissant depuis cette valeur de A jusqu'à A = dL oo . 

Construisons la courbe dont A est Tabscisse et ^l'ordonnée (y?^. lo); 
soit B son point le plus bas qui correspond à l'abscisse OA = z\ la 
courbe est symétrique par rapport à la droite BA, 



Fig. ic, 




Distinguons deux cas suivant que le point {x^y^z) est situé en 
dehors de l'espace compris entre les plans prolongés des deux.bases du 
cylindre ou qu'il est situé dans cet espace. Dans le premier cas, on peut 
supposer s > H; dans le second cas, z est compris entre o et H. 

Supposons d'abord H < 5; prenons OP = H; soit PD l'ordonnée cor- 
respondante de la courbe. On a PD — <t et OC = y. Si un point se 
meut sur la courbe depuis D jusqu'à C, ds reste constamment positif; 
donc aussi ds est constamment positif dans la première intégrale (3). 

Supposons ensuite H > 2 ; prenons l'abscisse OP' = H. Soit P'D' = <t. 
Si un point se meut sur ta courbe et va de D' en C, ds sera négatif de 
D' en B et positif de B en C. 



27. On a 



\ I sj{h — z)^ — (u — zY du 



- {ti — 5)v\// zy — {u — zy -h(/i — 5)*arcsin 



u — z 



^(h-zy 
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Si z est > H, il sera aussi > A et il faudra constamment prendre le 
signe — dans la formule (3); ainsi nous aurons 



Z'" 



1= (H - v) \/(h-zY - (H - zy 4- {h -zY arc sin ^ \ h- (/i - zy - 

OU, en remplaçant A — s par — 6(^), 

Z'" 

2 1 /(/< — 5)» — (w — ;;)»é/M 

= ( M - 5) v/0(77^(H-^r-+- e (5)» [arc sin ^ f^,- 4- "^ 1 • 
Donc, si 5 est > H, on a 

V=r r — - -\ r(H-^V6(;)-'Z:(ïl"='^"?+e(5)'arccoiit-l!i1-i-lI, 



en posant 



(H - x;) v/ô {sy — ( H — s)' -f- ^ v^0(5)« — ^^ 



Si 5 est compris entre zéro et H, il faudra prendre dans la for- 
mule (2) le signe -h ou — suivant que h sera plus grand ou plus petit 
que 5. 

Dans la première intégrale (3), il faut alors admettre que la variables, 
par rapport à laquelle on intègre, va de <y à /w, valeur minimum de 5, 
puis de rn a 5', et nous pourrons décomposer ainsi cette intégrale 



m •»*' 



\ n{hyS)cis-\- f n{h,s)ds, 



en posant 



n{h,s)z=z ■ 2 1 \/{h—zy--(u -zydu; 

// s\ / s\ Jk 



Vi' - r.) ( 



I-+- 
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pour la première partie, il faudra prendre h dans (2) avec le signe -h, 
pour la seconde avec le signe — ; ainsi cette expression deviendra 

\ u[5 — e(5),5]f/5-+- r {n[5 — e(5),5] — n[;jH-0(5),5]|d5. 
Suivant que s est < A ou > A, on a 



H 

2 



i r y/(/;-5r--(w-;;)«ûrw = (H-^)v/0(5)«-(H-4;)* 

r . H — ^ ^1 

^e(5)'[arcsm-^^=p-J 

et par suite on a 



n[5 — ô(5),5] -n[^ -t 0(5), 5] 



VO-^à)!'-^^' 



Donc, si 3 est compris entre o et H, on obtient 

V^. Ç' ___^ : |^(H_5)v/0(I)'-TH^:i)— O(*)'arccos?-=i] 

La dernière intégrale peut se calculer exactement, puisque l'on a 



<7^,r' //>*-hA* OLaby"*^ /a- -h s\* 



a- - b* W -hsj à^ — b^ \b* -h s 
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Sur la détermination des lignes de force, 

28. Les lignes de force, provenant d'un système de masses, sont, 
en chacun de leurs points, tangentes à la résultante des forces qui 
agissent en ce point. D'après cela, si ^,y, z sont les coordonnées rec- 
tangulaires d'un point d'une ligne de force et si ctr, dy^ dz sont les 
projections d'un élément de cette ligne, nous aurons les équations 

(0 



dx 

d\ ~ 


" dV 


dz 
d\' 


dx 


dy 


dz 



et ce sont les équations différentielles de ces lignes. 

Il est aisé de rapporter ces équations à un système de coordonnées 
curvilignes, provenant d'un triple système de surfaces orthogonales. 
Désignons par 5, ^1, 5, les trois lignes d'intersection de ces surfaces qui 
passent par le point (.r,j, 5). En considérant les composantes de [la 
force suivant les tangentes en ce point à ces trois lignes, nous aurons 
les équations toutes semblables aux équations (1) 

ds dsi dst 

'W^'dv'^'dV' 

ds dsi dSf 

et, en introduisant les variables p, Pi , p2> selon ce qui a été dit (Ghap. lY , 
n^ 21 ), nous aurons ces équations 

dp r/o, r/sj 

dp * dpi * dpi 

oue l'on peut écrire ainsi 

dp dpi _ dpt 



(^) 



/i dV ~ h, d\ ~ /i, ^V 



Aj/i, dp h^h dpx hhi dpi 



D'ailleurs V satisfait à l'équation AV = o, qui, d'après le même nu- 
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îTîéro, peut s'écrire 

dp \hji^ dp ) "^ dp, \h^h dp'J "^ ^ \Wi dpj. 

Or on a le théorème suivant, que Jacobi a appelé le principe du der- 
nier multiplicateur : 

Si, dans les équations différentielles simultanées, 

(k\ ^? _dpx dpi 

U, U,, U2 sont des fonctions de p, p,, p^ qui salis/ont à l'équation 

d\} d\}, e/U, 



- — o, 



dp dp, t/p. 
et si, déplus, on connaît une intégrale du système (A) 

oàc^ désigne une constante arbitraire, on obtiendra immédiatement l'autre 
intégrale, en posant V équation 



/^7g(U.^P l}dp,)^c,. 



dans laquelle c.^ est une constante arbitraire et où pa est suppose exprimé en 
fonction de p, p,, c,, au moyen de l'équation (B). 

Il suit de là que, si Ton connaît une intégrale des équations (2), on 
obtiendra la seconde en posant 



rdo^f /i, dw h dv \_ 

I de, \/^i Wi" Mî W ''7 " ''' 



et en effectuant la quadrature. 

29. Il y a deux cas qui peuvent être traités de cette sorte : celui où 
Téquation 

(4) V~const. 

représente des cylindres indéfinis parallèles et celui où elle représente 
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des surfaces de révolution autour d'un même axe. En effet, l'une des 
intégrales sera l'équation d'un plan, puisque, dans le premier cas, ces 
lignes seront dans un plan perpendiculaire aux cylindres et, dans le 
second cas, elles seront dans un plan passant par l'axe de révolution. 
Mais on peut traiter ces deux cas directement. 

Supposons que l'équation (4) représente des cylindres indéfinis pa- 
rallèles à l'axe des z. La fonction V ne renfermera pas z et les équa- 
tions (i) deviendront 

( D ) -r- cl.r — -j— dy ^=0, dz ^- ox 

dy fLr ' 

on aura donc l'intégrale 
et, comme on a 

K 

le premier membre de l'équation (5) est une différentielle exacte et il 
reste à faire une quadrature. 

Supposons que l'équation (4) représente des surfaces de révolution 
autour de l'axe des z; posons 

r- t- >' -- tt^ 
et désignons par8 l'angle d'un plan méridien avec le plan des zx, alors 

sera l'une des intégrales des lignes de force. Ensuite l'équation des tra- 
jectoires orthogonales des courbes représentées par {'\) et (G) est 

( 7 ) -j- du Y- dz-.o. 

dz du 

Or l'équation AV = o devient 

^*V ^V I dW 



dz^ du"^ u du 
OU 



=: O 



m_ "(-' 



du) 

dz ~ du 
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Donc, si Ton multiplie le premier membre de l'équation (7) par u, il 
devient une différentielle exacte et Ton a pour les lignes de force 



*=''" /"(S''""^''')^^'" 



Lignes de Jorce d'un ellipsoïde de révolution. 

30. Supposons un ellipsoïde de révolution formé de couches homo- 
thétiques. Faisons 6 = a ou m = i dans les formules du n° 11 et nous 
aurons pour le potentiel de ce corps sur un point extérieur 



\^:,^J\(K)^ 



en posant 



D =: (i 4- s/T^rnTtj «* = ^' -+- j', 

K = a' = : 4- 



u} n*z* 



4^ (a*) =12/ o{a)ada 



et r, étant la racine positive de l'équation 



M» n^s*' 



Formons l'équation (7) du numéro précédent en la multipliant par a, 
et, remarquant que ^(A^) = o, nous aurons l'équation 



(^) 



F /**.//rrv ^'^ dt , /**,,,-. V U dt 



dont le premier membre est une différentielle exacte. 
Or on sait que, si l'on a 

^U =: F(j?,7) dx 4- Fi {x, y) dr, 

on en conclura, en désignant par a, p deux constantes arbitraires. 



U-r=r h\x,y)dx-^f F,(a,j)<r, 
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et Ton peut souvent choisir a de manière que la seconde intégrale 
s'annule. 

Donc, si nous désignons par ^U le premier membre de l'équation (/>\ 
nous obtiendrons 






n- 



et, comme on a 



0.'(K)-^" -<}''(K)^'^ -''^^^ 
^ \ -^ t ^ ^ ' du du 



il en résulte 



d'I^iK) dl 







d^{yi) \^t_ dt 
du i -h nU J) 



n*z I du I 

'0 *^ t. 






Cette intégrale double peut être remplacée par une intégrale simple. 
En effet, posons 

o(K), y (/), A(:j) étant des fonctions à déterminer; puis différentions 
les deux membres par rapport à u et nous aurons 

r^d^(Y^) dt r^d^{Y^) ,,, ,-. , ,,^^^ 

/ -du -- "i \l -^^ */(^>^^-^('^>)^/.('«^77.^ 
• ' /, (i -4- w'n- • '. 

K, étant la valeur de K pour/ = /,. On satisfera à cette équation en 
posant 

^(K):=4'(K), x(0=-- -- .; 

car on aura alors 

Il en résulte 

dt 



U^n^'z f +(K)- -^ , -^X(c). 



T^ 



I -(> 



CIIMMIIU: V. 



Pour ublciiir '/, z\ loniions hi ditiricMitii^llc (Ici par i'a|i|)()i't à z, cl 
t'miloiis-la au scm'oikI ternie de la roiJiiulc (h); nous Irouvons ainsi (iiii' 
a; -: est mil. Nous avons donr «Milin pour TcMiualiou des lii^iics de I'oium' 
dans leur plan méridien 



I c } 



I 



•:. ( l\ 1 



( I 






rn\\>{ 



/, clant une lonelion de (( el 3, (ournie par ré(|ualion {/f . 

dette lormulo a été donnée par M. Hi^tti. Si Ton su[)|>ose (|ue // soit 
intiniinenl grand, Tellipsoiile se changera en une eoucdie circulaire 
intininient niinc(^ doni la densité variera avec la distance au ccMitre 
(n**"^ 15 et 2! ). On aura alors 



7 :- / 



/ ' 



la fonction - y^V/'-) sera (lét(*rniiiiée (Kapri's le n'' 21, et réqnalion (c 



leviendra 



z I , — ron: 

/ '' / ■ 



t. 



Cette é(]uation avait été donnée avant ré([uation (<?, par M. Bellrami. 



3!. Si rellipsoïdc; est enlii'renn'nt honiogi'ue, ré(|ualion (r) des 



ligues de force deviendra 






A - 



// 



1 ;- l 






■// 



(•(HISl 



-* â . » 



{ l -i- // - / ) 



ou, si l'on pose, en supposant rellipsoide aplati, 



/ = 



A- 



-I. A- 



(^/ 






A 

-> 

n- 

-•2 \ 



/ - '^L 






- cou si 



' ( 



r ) 



Décomposons cet (dli[)sohl(^ en couches lioniofocales. I/allraction de 
toutes ces couches sur un point extérieur aura une nn^ne direction et 
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sera proportionnolle à leurs masses; chacune de ces couches a donc 
h»s mêmes lignes de force. De même un ellipsoïde formé. de couches 
homofocaJes homogènes aura des lignes de force fournies parTéqua- 
tiou (rf), qui devient, si Ton effectue la quadrature. 



\?i—r 



p, étant la racine positive de l'équation 



f/» z^ 



Pf PÎ— ï* 



:_: I. 



Si rdlipsoïde est allongé, on changera y^ ^n — y^, en remarquant 
que Ton a 



I -f- r 



- arc lang(.rv^— i) --lo2r(- 

et Ton obtiendra pour l'équation des lignes de force 



i-H — — or i —n ^— *f--log\_l ^ U-consi., 



Oi étant la racine positive de l'équation 



w» z' 



PÎ PÎ-^T* 



Lignes de force d'un cylindre elliptique indéfini. 

32. Supposons un cylindre elliptique, composé de couches homo- 
gènes homothétiques. Ce cylindre peut être considéré comme un ellip- 
soïde dont un des axes est infini. Son potentiel est infini, mais les 
composantes de son attraction sont finies et l'on peut les déduire des 
composantes de l'attraction d'un ellipsoïde formé de couches homo- 
thétiques. Dans le n" 1 1 faisons r — qo ,//.--- o; alors, en posant 

I)i_v'(T-^/j~(n-/7r*/j, 



.1-*^ //l^ V- 
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et désignant par /, la racine positive de Téquation 



JT* m- r* 



nous aurons pour les composantes de l'attraction du cylindre suivant 
les axes des œ et des j 

Les lignes de force sont parallèles au plan des ,r, v, et ont pour 

équation différentielle 

dW , r/V ^ 

-i— a.r - -r-- dy -.0 
dy dx ^ 

(Ml 

Le premier membre est la différentielle exacte d'une fonction U de 
X et j, et nous aurons 

Si l'on intègre par parties, cette formule devient 

|_ * A» m 



sli,K\\^mH,)-n^y^ ^^^ 



(14- m*^i) 
A* /«• 



K, étant la valeur de K pour ^ = /, et étant égal à A^. 
Or on trouve facilement 






A* m 



— arc tang ^ ^ ~ v ^- — ^ y- ^- 

m ° m y ^' i 4- //t* t. 
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t't, en se servant de l'équation (a). 



/ i 
-- -arclanu: — - — = -. — — 



'" ,>'Vi-+-^i V (I -+- ^i)(i -+-/'«' ^1) 



Nous avons donc 



~ J, 1 + m-t l> 

'I 



, I 

uy- - _■ _' _, r^ -f- •y(A')arclan{j:— ^ , 



Dans rette formule, où /, dépend de x et de v, les deux variables ,v 
et vne se présentent pas delà même manière; modifions donc la forme 
de l'expression de U. 

On a l'équation 

prenons, d'après cela, les dérivées des expressions (/>\ la première par 
ra|)port à .r, la seconde par rapport à y, et égalons leur somme à zéro; 
nous aurons 



• » 




ou 



./, 1 + < 1> I t- /, 1), t/x 

'1 
'I 



•1 «i 
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II en résulte 



Partageons le premier terme de U en deux termes égaux à 

et, dans l'un de ces termes seulement, remplaçons l'intégrale par la 
valeur précédente; nous obtiendrons 



•-^-^ V(K)--3y-H-.nA^)arctang-^ 



/7 



j:i/ — H-^ 



ou 



.iVi -i- /i 



/l 

U--^(m'--i)/ ^XK)-îf3-+-^-<''(A')arclang--^::L- 



— ) 



et l'équation U = const. sera celle des lignes de force. 

33. Si le cylindre qui a pour demi-axes A et B est entièrement ho 
mogène, il faudra faire ^'(K) ^ - i, et, si l'on pose 

et qu'on désigne par pi la racine positive de l'équation 



.r* V» 



s- "*" û*'— à- ~ '' 

j'i Pi r 



on aura 



-iM-^^xy r - ^^_, + arc 



lang - 



7Pi 
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En eflectuant la quadrature, on obtient 



VJ-r —--.J: I I -^ arc 



Q i 



' '^^ ' -^ ■ """tanp;-^-^-'^ ^ — consl. 

y?i 



pour l'équation des lignes de force du cylindre elliptique homogène 
dont la distance des foyers de la section droite est égale k 2^. Ce sera 
aussi l'équation de ces lignes pour une couche elliptique homofocale. 
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PRÉFACE. 



Dans la première Parrie de cet Ouvrage, j'ai étudié les pro- 
priétés du potentiel, en fais.ant abstraction de toute application. 
Si je n'avais eu en vue que les théories mathématiques de l'élec- 
trostatique et du magnétisme, j'aurais pu abréger un peu l'ex- 
position de la Théorie du potentiel. Mais je tenais à la présenter 
avec les développements qu'elle comporte et à lui conserver la 
rigueur que les géomètres, depuis Gauss, ont \^oulu lui donner. 
D'ailleurs, dans la première Partie, il n'y a réellement que le 
Chapitre III qui traite de questions étrangères à la seconde 
Partie et qui se rapporte à d'autres sujets de Physique mathé- 
matique. 

Je ne veux point faire ici un historique du sujet actuel, dont 
on trouvera d'ailleurs les principaux traits dans le corps de ce 
Livre. Toutefois je ferai remarquer le grand rôle qu'y remplit 
Poisson, dont les Mémoires les phis importants sur ces ma- 
tières sont ceux qu'il a publiés en 1811 sur la distribution de 
l'électricité à la surface des conducteurs et, en 1 821-1822, 
sur la théorie du magnétisme. 

Néanmoins, depuis cette époque, les idées se sont beaucoup 
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modifiées dans ces questions et surtout dans rélectricité sta- 
tique. 

Le potentiel, pour Poisson, était une quantité purement 
mathématique, à laquelle il n'avait pas même jugé à propos de 
donner un nom particulier. C'était pour lui une quantité auxi- 
liaire qui lui servait à calculer la force électrique ou magné- 
tique et à déterminer la distribution de l'électricité ou du ma- 
gnétisme. Maintenant le potentiel de l'électricité est une 
quantité physique que l'on détermine avec une grande préci- 
sion par les instruments de W. Thomson. 

Maintenant aussi l'on se représente autrement qu'alors la 
résistance de l'air sur l'électricité d'un conducteur et l'on peut 
regarder comme entièrement nouvelles les connaissances que 
l'on a sur l'induction et la polarisation d'un corps isolant. 

Je ferai observer que, dans ce second Volume, j'ai évité 
d'entrer dans des développements de calculs, qui pourraient 
avoir de l'intérêt sous le rapport analytique, mais dont l'utihté 
serait presque nulle pour la Physique. Je laisse d'ailleurs au 
lecteur à juger ce qui m'appartient dans cet Ouvrage. 

Nancy, le ii janvier 1886. 



ÉLECTROSTATIQUE 

ET MAGNÉTISME 



CHAPITRE I. 

PRINCIPES GÉNÉRAUX DE L'ÉLECTROSTATIQUE. 



Nous n'avons point à décrire ici les phénomènes élémentaires par 
lesquels se manifeste Télectricité, dont nous nous proposons d'étudier 
les lois de Téquilibre. Mais nous rappellerons qu'on distingue deux 
espèces d'électricité : Tune positive ou vitrée, et l'autre négative ou 
résineuse. Les électricités de même nom se repoussent, celles de nom 
contraire s'attirent. Deux quantités de ces deux électricités dont les 
effets se détruisent, quand elles sont réunies, sont regardées comme 
égales et de signes contraires. Comme les deux électricités sont suscep- 
tibles de mesure, si l'électricité positive, par exemple, est prise en 
quantité deux fois ou trois fois plus grande, etc., on dit qu'elle a une 
masse double ou triple, etc. En donnant à ces deux électricités le nom 
àe fluides électnques^ il est évident qu'on n'admet a /?nbn aucune simi- 
litude entre l'électricité et les corps fluides; le moi fluide dans cette 
théorie doit son origine à la facilité très grande de l'électricité de s'é- 
couler sur certains corps. 

Suivant une loi reconnue et démontrée expérimentalement par Cou- 
lomb, l'action d'un élément de fluide électrique sur un autre élément 
IL I 



2 CIIAÏMTUK I. 

(le ce fluide a lieu en raison directe de leurs masses et en raison inverse 
du carré de leurs distances. 

Tous les phénomènes de TÉlectrostatique s'effectuent comme si tout 
corps à l'état neutre, c'est-k-dire non électrisé, possédait une quantité 
excessivement grande et comme indéfinie des deux électricités et en 
égale quantité dans chaque élément de ce corps. 

Un corps électrisé renferme, outre une même quantité très grande 
de chacune des deux électricités, une quantité de Tune seulement des 
électricités, qui est appelée électricité libre. 

On divise les corps en bons et en mauvais conducteurs de Télectri- 
cité. Dans les corps bons conducteurs, l'électricité se transmet dans 
tous les points avec une extrême rapidité. Dans certains corps, au con- 
traire, l'électricité ne se meut que très lentement, et, bien que l'en- 
semble de sa masse ne soit pas en équilibre dans ces corps, on peut 
néanmoins regarder cette électricité comme sensiblement fixe pendant 
un certain temps. 

Si l'on communique de l'électricité à un corps conducteur isolé, elle 
prend dans un temps extrêmement court l'état de distribution qu'elle 
doit afl^ecter, et l'on démontre très facilement, comme nous le verrons, 
que l'électricité doit se porter à la surfiice du corps. 

La couche extrêmement mince que l'électricité forme sur la surface 
se trouve retenue sur le conducteur par la résistance de l'air, qu'il ne 
faut pas toutefois confondre avec la pression de l'air. En efl'et, bien 
que la résistance de l'air diminue quand la pression décroit depuis la 
pression atmosphérique jusqu'à 3"™ de mercure environ, cette résis- 
tance croît ensuite très rapidement quand la raréfaction de l'air est 
continuée jusqu'aux limites qu'on sait atteindre, et il y a tout lieu de 
penser que le vide absolu ofl^rirait une résistance encore plus grande. 

L'action de la couche électrique d'un conducteur, isolé et éloigné de 
toute influence, sur tout point intérieur, doit être nulle pour l'équi- 
libre; car autrement elle décomposerait le fluide neutre qui se trouve 
en ce point, et l'équilibre n'existerait pas. 

Si l'on suppose plusieurs conducteurs isolés, chargés d'électricité 
et mis en présence, ils s'influenceront réciproquement, et l'électricité 
se mettra en équilibre. Il faudra donc encore que l'action totale des 
couches électriques sur un point de Tintérieur d'un quelconque des 
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conducteurs soit nulle. Ainsi, comme Poisson l'a dit le premier, le 
potentiel de Télectricité de toutes ces couches sera constant dans l'in- 
térieur de chaque conducteur, et ces conditions sont toujours remplies, 
des qu'elles le sont sur les surfaces; d'ailleurs cette valeur constante 
du potentiel variera en {général d'un conducteur à un autre. 

Un corps non conducteur ou diélectrique, lorsqu'il est électrisé, 
renferme généralement de l'électricité à son intérieur, et l'on appelle 
densité électrique le rapport de la quantité d'électricité renfermée dans 
un élément de volume k cet élément. Mais, quand une couche élec- 
trique se trouve à la surface d'un corps, comme cela a lieu pour les 
conducteurs électrisés, on appelle densité de la couche le rapport de la 
masse électrique située sur chaque élément de surface à cet élément. 

Potentiel de V électricité, 

1. Si nous désignons par /w et m' deux masses d'électricité que nous 
imaginons concentrées en deux points dont la distance est r, l'attrac- 
tion ou la répulsion entre ces deux points est dirigée suivant la droite 
qui les joint et a pour grandeur 

hnini' -i > 
/•* 

h étant un coefficient constant. L'unité de longueur et l'unité de force 
étant supposées choisies, alors, afin que le coefficient h se réduise à 
l'unité, nous prendrons pour unité d'électricité la masse d'électricité 
positive qui, placée à l'unité de distance d'une masse égale, la repousse 
avec l'unité de force. 

Désignons, en général, par r la distance du point {oc, y, z) à chaque 
point (a, b, c) d'une masse électrique; le potentiel de cette électricité 
au point [oo.y^z) sera 



\ :z^ Ç Ç Çlhdadbdc, 



D étant la densité positive ou négative de l'électricité au point (a,6,c). 

Si l'électricité se trouve distribuée en couches excessivement minces 

sur une ou plusieurs surfaces, en désignant par p la densité sur chaque 
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élément rfd de ces surfaces et par r la distance de rfd au point {x,y, z , 
on aura, pour le potentiel de l'électricilé, 



V=: 



^.j'-pd., 



l'intégrale étant étendue à toutes les surfaces recouvertes de couches 
électriques. 

Comme nous l'avons déjà dit (P Partie, Chap. I, n° 1), les compo- 
santes de l'action électrique sur le point [oc,y,z)^ où l'on suppose 
concentrée une masse m d'électricité qui porte en soi son signe, ont 

pour valeurs 

dW dW dW 

dx dy dz 

Concevons une force appliquée au point [x^y.z] qui ait pour com- 
posantes 

d\ dV dV 



dx dy d 



4» 



elle sera dite h force électrique en ce point. 



Couche électrique d'un corps conducteur. 

2. Supposons un conducteur isolé et électrisé, et soient X, Y, Z les 
composantes de la force électrique, provenant de ce corps et de corps 
voisins, au point {x.y^z) situé à l'intérieur du conducteur; nous 
aurons 

^_ dV dV „_ dV 

dx dy dz 

V étant le potentiel de toute l'électricité, et si nous désignons par D la 
densité électrique au même point, nous aurons 

.^ d^\ d-'W rf'V , ^ 

(F* Partie, Chap. I, n«7). 
Le corps étant parfait conducteur, et l'équilibre étant établi, les 
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composantes X, Y, Z sont nulles clans tous les points intérieurs du 
corpsy dans lesquels on a, par conséquent, 



dx ' dy ' dz 



et, par suite, V est constant dans tous les points du corps. Il en résulte 
aussi que AV y est nul et, par suite, D l'est également. 

Donc toute l'électricité se porte à la surface du corps conducteur, 
où elle ne peut être retenue que par la résistance du milieu ambiant. 

La force est nulle à la surface intérieure de la couche, et elle a pour 
valeur à la surface extérieure 

(a) ___::=4;rp, 

dn étant l'élément de normale extérieure et p la densité de la couche 
(I«* Partie, Chap. II, n^ 8, ou Chap. IV, n« 2). 

3. Si un conducteur isolé A est chargé d'électricité et qu'il soit 
influencé par l'électricité de corps diélectriques B, C, . .., le potentiel 
de la couche située sur A est la somme i® du potentiel V| dû à sa 
charge M répartie dans la supposition que les diélectriques sont sup- 
primés, 2** du potentiel Vj de la couche induite sur A par les corps B, 
C, . . . dans la supposition que la charge de A soit nulle. 

En effet, nous avons d'abord 

Vj = const. 

• 

à l'intérieur du corps A. Désignons par U le potentiel de Télectricité 

des diélectriques, que nous regardons comme fixée dans ces corps; 

nous aurons aussi 

V, -+- U =: const. 

à l'intérieur du corps A. On a donc de même dans ce corps 

V, -h V, -h U = const. 

Comme Vj est le potentiel d'une couche de masse nulle, V, 4- V^ est le 
potentiel d'une couche de masse M, formée de la superposition des deux 
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couches imaginées, et elle est en équilibre d'après la dernière équa- 
tion. 

4. On peut remarquer qu'il n'y a aucune portion de la surface d'un 
conducteur électrisé qui soit dépourvue d'électricité. 

En effet, le potentiel a une valeur constante dans ce conducteur; 
mais, si les espaces intérieur et extérieur à la surface a n'étaient pas 
séparés partout par de l'électricité, le potentiel de toute l'électricité 
aurait la même valeur constante en dehors de g, tant que le point 
(j?, y, z) ne rencontrerait pas d'électricité (Chap. I, n® 19); il aurait 
donc cette môme valeur sur les deux faces de la couche. Donc, d'après 
la formule (a), la densité p serait nulle sur toute la surface du conduc- 
teur. 

5. Calculons la pression électrostatique, c'est-à-dire la force avec 
laquelle la masse électrique est poussée en dehors sur chaque élément 
de Ja surface du conducteur. 

La densité D du fluide de la couche étant supposée variable, si nous 
désignons par e son épaisseur, nous aurons 






Si nous plaçons Taxe des x suivant la normale menée à la surface 
intérieure et que nous appliquions l'équation 

^^v d*'\ cpy , ,, 

on voit facilement que y^ et -pi^ sont négligeables, et il reste 

La force répulsive Pe/<j, produite sur l'élément da de la surface du 
conducteur, se compose de toutes les actions normales qui ont lieu 

dV 

sur cet élément, et, — -j- étant la force électrique dans la masse de la 
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couche, on obtient 

Donc, comme Poisson Ta dit le premier, la pression électrostatique 
ou tension électrique P est proportionnelle au carré de la densité de la 
couche ou au carré de la force électrique à la surface extérieure de la 
couche. Et pour que la couche demeure en équilibre, il faut que cette 
tension soit détruite par la résistance du milieu ambiant. 

D'après le raisonnement même qui a été fait (n°2) pour prouver 
que Télectricité se porte sur la surface du corps, il semble que la 
couche doit revêtir cette surface, en lui étant entièrement extérieure. 

La manière la plus simple de se représenter géométriquement la 
couche électrique est de supposer D constant dans toute l'étendue de 
la couche. Alors, par exemple, si le conducteur est éloigné de toute 
influence et s'il a pour surface un ellipsoïde, la surface extérieure de 
la couche sera un ellipsoïde homothétique avec le premier, puisqu'on 
sait qu'une pareille couche n'a pas d'action sur tout point intérieur. 

Si l'on suppose D constant, on obtient, en intégrant la formule (6), 

-7— =1— 47rDw, 
an 

et il n'y a pas lieu d'ajouter de constante arbitraire, puisque, pour 
71 — o OU sur la surface intérieure, y- est nul. En intégrant de nou- 
veau et désignant par Vo la valeur de V sur la surface intérieure, on 

obtient 

V=zVo-27rDe' 

pour le potentiel sur la surface extérieure de la couche. 



Comparaison de deux états électriques d'un système de conducteurs 

qui s* influencent mutuellement, 

6. Si deux conducteurs chargés d'électricité sont réunis par un fil 
conducteur très fin, leur potentiel est le même. Or le potentiel d'une 
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couche cylindrique est proportionnel au logarithme de son rayon. Donc, 
puisque le potentiel du fil est le même que celui des deux corps, la 
quantité d'électricité du fil est très faible. En général, quand on sup- 
pose un conducteur réuni à la Terre par un fil métallique, son potentiel 
est zéro et l'électricité du fil est négligeable. 

Considérons maintenant plusieurs conducteurs A|, A,, ..., A„ 
chargés d'électricité; désignons par V le potentiel total de cette élec- 
tricité et par p^ P2t •••» p» 1^^ fonctions qui donnent la densité élec- 
trique sur les surfaces d,, d^» • • • » ^/* d^ ces conducteurs. 

Supposons, en second lieu, que, sans modifier les positions de ces 
conducteurs, on les charge d'une autre manière. Soit U le potentiel 
total des nouvelles charges, et soient t,, Tj, . . . les densités respectives 
sur les conducteurs. 

Exprimons le potentiel de toute la masse d'électricité du second état 
sur celle du premier et désignons, en général, par V,-, U, les valeurs 
des V et U sur d,. On peut obtenir cette quantité sous deux formes dif- 
férentes (I** Partie, Chap. I, n° 25) et, en égalant ses deux expressions, 
on obtient 



• • • * 



Or V et u sont constants sur les surfaces a; donc cette égalité devient 



(«) 



V, / Ti d<ji -h Vj / Tj d<ji -f- . . . ^ u, / pi ^a, 4- U j / p, dat -h 



Prenons le cas particulier où V,, Vj, ... et U^, La, ... sont tous 
nuls, excepté V, et U^, et supposons 

il en résultera 



/ Ti e/(J, = / p, e/(J,. 



On en conclut ce théorème : 

Si plusieurs conducteurs A3, A4, . . , A« sont mis en communication avec 
le sol, mais quà l'un des deux autres, Af ou A29 on donne le potentiel V, 
en le mettant en communication avec une source indéfinie à ce potentiel. 
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tandis que le second est mis en communication a^ec le sol, alors ce dernier 
corps ^ qu^ il soit X^ ou X.,^ se cous^rira de la même quantité d* électricité. 

Supposons ensuite deux autres états électriques des conducteurs, 
dans lesquels A3, A^, ..., A;, sont sans charge; mais, dans l'un de ces 
états, A^ a la charge M et A^ la charge o; dans l'autre, A, a la charge o 
et Aa la charge M. Alors l'équation (a) donnera Vj^Ui. Ainsi le poten- 
tiel du second corps dans le premier état électrique sera égal au poten- 
tiel du premier corps dans le second état. 

Sur la stabilité de V équilibre de V électricité sur les conducteurs. 

7. Nous avons admis, comme un fait d'expérience, que si l'on com- 
munique de l'électricité à des conducteurs, l'électricité prend, dans un 
temps inappréciable, la disposition qu'elle doit avoir pour se trouver en 
équilibre. Il en résulte que l'électricité accomplit des oscillations exces- 
sivement rapides et détruites dans un temps excessivement court par 
les résistances et qu'elle se fixe dans un état d'équilibre stable. Il 
s'agit de démontrer par l'analyse la stabilité de cet équilibre, qui est 
une propriété fondamentale de l'Électrostatique. Je vais reproduire la 
démonstration que j'en ai donnée dans le Journal de Uorchardt (t. 85, 
mai 1878). 

Le potentiel d'une couche distribuée sur une surface (j par rapport à 
un point P est 

en désignant par r la distance du point P à l'élément dr,. Posons ensuite 



12 



^f\pd^, 



en étendant encore l'intégrale à toute la surface <y. Si l'on suppose que 
la densité p reste constamment positive, il est facile de voir que SI aura 
un minimum. 

Supposons, en effet, que la masse donnée de la couche soit égale à 
M; désignons par R la plus grande distance entre deux points de a, 

V en chaque point de la surface sera plus grand que jr- Ainsi Q est plus 

11. 2 
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grand que w / pr/a =: -.r-- Il existe donc un mode de distribution pour 
lequel SI est un minimum. 

8. L'expression de û peut se mettre sous cette forme 

en désignant par cfc' un second élément de la surface, par p' la densité 
sur cet élément et par r la distance entre da et da. 

Si nous supposons un changement infiniment petit dans la distribu- 
tion de la matière, p se changera en p -h Sp, et si nous désignons par S£2 
Taccroissement correspondant de 12, nous obtiendrons 

Q-^o^ =---: r Ti (p -h Sp) ip' -+- ôp') dffdd' 
et, par suite, 

0^ :=: / / -. op da p' da' -^ 1 1 ~. op' da' pda -h f j -Spda dp' da'. 

Les deux premiers termes du second membre sont égaux chacun à l'in- 
tégrale 

/ V op da, 

et Ton a ainsi 

(a) 6^z=.2 f\ dp da -\- f T^ dp da Sp' da'. 

Comme ^p est un infiniment petit, la première partie de ^Q est un 
infiniment petit du premier ordre et la seconde un infiniment petit du 
second ordre. Pour rendre £2'minimum, nous devons poser 

/ \$pda^=o; 

mais, comme la masse est donnée, on a 



/ 



00 da --^ o. 
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Multiplions cette équation par une constante — c et ajoutons-la à la 
précédente; nous aurons 



/ 



(V — c) 00 (h = o. 

D'après un principe du calcul des variations, Sp peut être considéré 
comme arbitraire dans cette équation, et l'on en conclut 

Mais, pour que 12 prenne effectivement une valeur minimum, il faut 
de plus que cette partie de £2 



— / I -01 



00 d<j oo' d^j' 



soit positive. Or, d'après ce qui a été démontré ci-dessus, si la densité 
est supposée partout positive, 12 a un minimum et nous venons de voir 
de plus que ce minimum correspond h 

V— consl. 

Donc, dans ce cas, T est positif, quel que soit le signe que prenne Sp en 
chaque point de la surface. 

Revenons à l'équation {a). Son dernier terme est évidemment tou- 
jours positif, quel que soit le signe de p sur chaque élément de la sur- 
face. Donc, sans avoir à se préoccuper du signe de p, on peut dire que 
12 est toujours susceptible d'un minimum et qu'il le prend lorsque V est 
constant. 

Au reste, si V est une constante c positive, celte fonction décroît 
dans l'espace extérieur depuis c jusqu'à zéro et la densité 

''' !\r, dn 

est, par suite, positive en tous les points de g. Si V était constant et 
négatif sur g, p serait de même négatif sur toute cette surface. 

9. Si nous supposons que la couche soit formée d'une véritable ma- 
tière dont tous les éléments s'attirent suivant la loi de Newton et que 
la surface g exerce une réaction normale qui ne permette à la matière 
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que de glisser sur cette surface, la couche examinée sera en équilibre 
instable. En effet, dans un déplacement infiniment petit de la matière, 
le travail produit sera ^^£2 ou ^T, qui est positif. On peut ajouter que 
cet équilibre sera tout à fait instable. En effet, l'équilibre d'un système 
est instable, dès qu'on peut déplacer les éléments du système de très 
petites longueurs, de manière qu'ils ne puissent plus revenir à leur 
position primitive; mais, dans le cas actuel, ^Xl^ étant toujours positif, 
le système ne reviendra plus à sa position, quel que soit le dérange- 
ment produit. 

Au contraire, si l'on remplace la couche de matière par du fluide 
électrique, comme les électricités de même nom se repoussent et que 
celles de nom contraire s'attirent, le travail provenant du déplacement 
sera représenté par — ^8l^ et sera négatif. Donc l'équilibre sera stable. 

Remarquons que l'expression 

est positive, puisque T est toujours positif et qu'il suffit de multiplier 
Sp par une quantité a très grande ou T par a^, pour obtenir une expres- 
sion telle que 12. 

10. Supposons ensuite que le corps conducteur électrisé subisse 
l'influence d'un ou de plusieurs corps non conducteurs, dans lesquels 
l'électricité est regardée comme absolument fixe. Désignons toujours 
par V le potentiel de l'électricité du conducteur et représentons par 
— U le potentiel de l'électricité des diélectriques pris sur la surface a; 
U est donc une fonction connue en chaque point de a. 

Désignons par 12^ le double du potentiel de toute l'électricité sur 
l'électricilé du conducteur; nous aurons (I™ Partie, Chap. I, n° 25) 



et nous en concluons 



oili = ol2 — 2 / u 00 d7, 

( fO 0^1 =: 2 A V - U) rîp ^C7 4- T. 
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Pour obtenir le mmimum de 12,, nous devons poser 



/ 



et, comme la masse de la couche est constante, on en conclut, comme 
ci-dessus, que le coefficient de Sp, dans celte intégrale, est constant; 
on a donc sur toute la surface 

(c) V~U--consi. 

De plus, le dernier terme de la formule (6) étant toujours positif, 
l'équation {c) correspond toujours à un minimum de £2,. 

Si Ton suppose un déplacement infiniment petit de la masse élec- 
trique sur le conducteur, le travail qui en résultera sera — ^Sfl, et sera 
négatif, et il en résulte que l'équilibre de la couche est encore stable. 

Gauss avait considéré la fonction £2,, afin de prouver que l'on peut 
toujours distribuer sur une surface a une couche de matière de masse 
donnée, de sorte que le potentiel soit, en chaque point de ç, égal à 
une fonction donnée U à une constante près. Mais l'illustre géomètre 
n'était pas parvenu à démontrer que £2, est toujours susceptible d'un 
minimum. 

H. J'ai donné la démonstration qui précède dans le Journal de Bor- 
chardt. 11 est maintenant bien aisé de l'étendre à un nombre quel- 
conque de conducteurs séparés les uns des autres. 

Remarquons d'abord que ^£2 est le potentiel d'une masse sur elle- 
même et, d'après le n^ 26 du Chapitre I (F* Partie), nous aurions pu 
conclure immédiatement que £2 et T sont toujours positifs. 

Désignons par — U,, — Uj, ... les valeurs du potentiel de l'électri- 
cité des diélectriques sur les surfaces <y,, «la, ... des conducteurs, et 
soient p,, pa, ... les fonctions qui représentent la densité de l'électricité 
sur ces surfaces; enfin, soit Vie potentiel de toute l'électricité des con- 
ducteurs. Considérons l'expression suivante, qui représente le double 
du potentiel de toute l'électricité sur l'électricité des conducteurs : 

£2,— r(V-~2U,)p|rf(7,-+- Av— aU,)pjû^ffî-H.... 
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Nous aurons, d'après le numéro précédent, 

(/i) o£2i — 2 A V — U,) opi d7, -+- 2 A V — Us) op^ ^(7j -+-...-+- T, 

en posant 

T =: / I ~^p d(j op' d(j' y 

prf?, p dfj' étant deux éléments des masses situées sur les surfaces <7,, 
Go, ... et r leur distance. D'après ce que nous venons de dire, T est 
positif. Comme la masse de chacune des couches est constante, on a 

/ ooj dix ^= o> / of^s ^^^t = o, .... 

Multiplions ces équations respectivement par des constantes — 2C<, 
— 2C2, ... et ajoutons a (A), nous aurons 

^a,— 2 A V — U, — C,) op, di, ~\- 2 Av — Us- Cî) op, ^(j,-+-. . .4- T. 

D'après une règle bien connue du calcul des variations, les quan- 
tités 55p,, Spa, ... doivent être considérées comme complètement arbi- 
traires, et il en résulte, pour le minimum de 12,, ces équations 

qui ont lieu respectivement sur les surfaces rr,, Çj, .... Les con- 
stantes C,, Ca, ... sont déterminées par la condition que la masse est 
donnée sur chacune de ces surfaces, et nous montrerons ci-dessous 
comment on doit les calculer. Ainsi, Î2, est minimum, et, comme le tra- 
vail dû à un déplacement infiniment petit des masses électriques sur 
les conducteurs est — ^Si^,, l'équilibre est stable. 

12. 11 est très aisé de démontrer qu'il n'existe qu'un état d'équilibre 
de l'électricité. En effet, supposons qu'il y en ait deux et soient v et v' 
les valeurs de V dans les deux cas, m et m! les valeurs de p. Sur une 
quelconque des surfaces <t/, nous aurons 

r — L'i=i const., r'— U/== consl. 
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Les couches réparties sur les surfaces g,, dont la densité serait /n — m', 
auraient une masse totale égale à zéro et elles auraient un poten- 
tiel t' — t'' qui serait constant sur ces surfaces. Alors désignons par 
A,, Aj, ... les valeurs constantes de ce potentiel sur <t^, (Tj, ...; si A| 
est la plus grande de ces quantités, nous savons (!■** Partie, Ghap. I, 
n° 20) que la plus grande valeur du potentiel t' — / dans tout l'espace 

aura lieu sur <7, ; donc — ^^"^ serait partout négatif sur a, et la den- 
sité y serait partout positive, tandis que toute la masse y est nulle. On 
a donc A, = Aj = . . . = o et /n — w' — o sur toutes les surfaces. 



Détermination des valeurs du potentiel à V intérieur des conducteurs, 

13. Supposons un système de n conducteurs qui s'influencent réci- 
proquement et qui sont de plus influencés par des diélectriques. 
Comme dans les numéros précédents, désignons par — U,, — U,, . . . 
les valeurs du potentiel des diélectriques sur les surfaces ç,, Gj» • • • des 
conducteurs, par V,, Vo, ... les valeurs du potentiel V des conduc- 
teurs sur ces surfaces, et enfin par C,, Q, ... les valeurs constantes 
du potentiel total dans les conducteurs. Ainsi nous avons les équa- 
tions 

U,, U., ... sont des fonctions données et il s'agit de déterminer les 
quantités C|, C2, ... d'après les masses d'électricité M,, M^, . . . mises 
sur les conducteurs. Écrivons ainsi ces équations : 

Vi-:U, I c„ V. r, hCj 

Recouvrons les surfaces ç,, do, ..• de couches dont les potentiels 
sont respectivement U,, U^, ...; nous savons [V^ Partie, Chap. 11, 
n** 15) que ce problème est toujours susceptible d'une solution et d'une 
seule. Si C,, C^, ... étaient connus, en form'ant encore sur <T|, <T;,, ... 
des couches dont les potentiels fussent C^, C., . . ., on aurait sur ces 
surfaces des couches totales dont les potentiels seraient V,, Va, .... 

Cela posé, admettons qu'on ait résolu les problèmes suivants qui 
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sont chacun parfaitement déterminés, d'après un théorème que nous 
venons de rappeler : Couç^rir les surfaces de couches^ en sorte que 

i" V = I sur (Ti, V =1 o sur a„ 0-3, ... ; 

a" V=:i sur (Tj, V = o sur a^, o-j, ...; 



Désignons les masses des couches par /w,j, m^^^y '^1,3» • • • dans le pre- 
mier système, par m^^^y /^2,2» '^2,3» • • • dans le deuxième, etc. Si l'on 
veut que dans ces systèmes les potentiels égaux à i deviennent respec- 
tivement V, = C,, ¥2 = C2, . . ., les masses de chaque système seront 
multipliées respectivement selon le système par C,, C^, .... Superpo- 
sons ensuite ces systèmes de couches et nous aurons sur les surfaces <y,, 
<jo, . . . les potentiels C|, Q, ... et les couches 

m,,iC, -H//i,,,C2-H/n3,,C3-+-. .., 



Désignons par (a,, (a^, ... les masses des couches lorsque les potentiels 

sont U,, U2, En ajoutant ces masses aux précédentes, nous devons 

avoir les masses M,, Mo, ... distribuées effectivement sur les conduc- 
teurs. On a donc les n équations 

m,,iC, -hm,,,Cj4- W3,,C3-f-. . .-i-f/in^M,, 
(«) { m,,îCi-h /n,,,C2-f- /W8,jC3 -h. . . H- fX2 = Mj, 



pour déterminer les constantes C. Le problème devant avoir toujours 
une solution et une seule (n^* H et 12), le système de ces équations 
sera toujours compatible. 

14. Remarquons que Ton a, d'une manière générale, . 

En effet, m,^, est la masse d'électricité dont est couverte <J| quand a, est 
au potentiel i et toutes les surfaces g, autres que <7„ au potentiel zéro; 
de même /W/,, est la masse d'électricité dont se couvre <7, quand a, est 
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au potentiel i et toutes les autres surfaces g au potentiel zéro. Donc, 
d'après le n°6 de ce Chapitre, ces deux quantités sont égales. 

Si nous posons 

M, — fx/ — gi, 

et que nous résolvions les équations (a), nous aurons des expressions 
de la forme 

où les quantités «,,, forment un système de n- coefficients qui satisfont 
aux équations telles que 

et qui résultent des équations (^), d'après un théorème général sur les 
équations du premier degré. Celte égalité peut, d'ailleurs, se démon- 
trer directement, en remarquant que a,, est le potentiel de «7, quand la 
charge de ç, est ï et que celles des surfaces différentes de n. sont nulles, 
et en se servant du n" 6. 

Tous les coefficients a, , sont positifs, et, si i est différent de 5, on a 
a,^,<a,,. Cela revient à dire que, si n conducteurs s'influencent réci- 
proquement, que l'un seulement ait une charge égale à l'unité, tandis 
que les autres n'ont pas de charge, tous leurs potentiels seront positifs 
et le plus grand potentiel sera celui du corps chargé. Cette proposition 
sera prouvée plus loin. 

Tous les coefficients m,, sont négatifs, excepté ceux pour lesquels 
les deux indices sont égaux et qui sont positifs, et l'on a de plus 

Cela revient à dire que l'électricité induite par un conducteur au poten- 
tiel I sur des conducteurs au potentiel zéro est de signe contraire à 
l'électricité inductrice, et que la somme des électricités induites est 
moindre que l'électricité inductrice. 

Cette proposition sera aussi démontrée plus loin. 

15. Énergie du système des conducteurs quand il n'y a pas de diélec- 
triques. — Alors toutes les quantités a sont nulles, et l'on a pour 
II. 3 
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l'énergie 

Si Ton remplace les quantités C| par leurs valeurs, on obtient 

AVzz- iy M,(a,,|MiH-a,,|M,-f-...-ha«.,M„), 
W -- - (ai,,Mî-h2ai,îMiM2-i-. . .)• 

Si Ton remplace les quantités M/ par leurs valeurs, on a 

W - i N C/(mi,i Ci -h /n,,i Ca 4- ... -h w«,/C«), 

La quantité W est, comme on sait, toujours positive (F® Partie, Chap. I, 
n° 26). 

Théorèmes généraux sur les conducteurs creux. 

16. Théorème l. — Si un conducteur électrisé, influencé ou non, con- 
tient un espace creux, la surface intérieure de la cavité ne possède aucune 
électricité. 

En effet, le potentiel est constant dans le corps conducteur et, par 
suite, k la surface intérieure. Étant constant à cette surface, il a la 
même valeur dans la partie creuse; donc la densité de Télectricité est 
nulle à la surface intérieure. 

Théorème II. — 5/ un conducteur est creux et renferme dans sa cavité 
une quantité d* électricité ^\ fixée dans un diélectrique ou mobile dans un 
autre conducteur, la surface de la cavité se couvrira d'une masse d'électri- 
cité égale à — M. 

<7 et <7, étant les surfaces extérieure et intérieure du conducteur, 
menons une surface a' intérieure à <7 et qui enveloppe <t<. Désignons par 
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B la masse (réiectricité intérieure à a; nous aurons (F* Partie, Cliap. I, 
n«12) 



/ 



an 



l'intéfçrale étant étendue à toute la surface d' et dn étant l'élément de 
normale extérieure. Or V est constant entre t et a^ : le premier membre 
de l'équation est donc nul et l'on a B = o. Donc la masse d'électricité 
qui revêt a, est égale à — M. 

Si l'on met la surface extérieure a en communication avec la Terre, 
le potentiel y sera nul. Il sera donc nul à la fois à l'extérieur et à l'inté- 
rieur de <7 jusqu'à la surface ^,. Donc la densité de l'électricité qui a 

pour valeur — f-' IT ^^^ ^ ^^* nulle. Ainsi la couche située sur n^ fera 

équilibre à la masse intérieure et le potentiel de ces deux masses est 
nul en tous les points extérieurs à ^,. 

Théorème III. — Si un conducteur creux ^ influencé ou non, renferme 
dans sa cavité une quantité M d'électricité et si l'on a communiqué à ce 
conducteur la charge A, la masse électrique qui se trouvera sur la surface 
extérieure sera égale à A -h M, et s'y distribuera comme si le conducteur 
ne renfermait pas d'autre électricité. De plus, l'action extérieure du con- 
ducteur et de V électricité renfermée dans sa cavité sera la même que si le 
corps était plein et qu'on lui eût communiqué la quantité A -4- M d'électri- 
cité. 



En effet, considérons la couche de masse — M qui se forme sur (7,, 
quand le potentiel est nul sur ç; jointe à la masse intérieure M, elle a 
pour potentiel zéro à l'extérieur de <7, et leur action est nulle en tous 
les points extérieurs à cette surface. 

Imaginons que ces deux masses soient fixées. On a communiqué 
une masse A d'électricité au conducteur et, puisqu'il est couvert d'une 
masse — M à sa surface intérieure, il se couvrira de la masse A ^- M à 
sa surface extérieure, et cette masse, n'étant pas sollicitée par l'électri- 
cité intérieure, se distribuera sur ç, comme si cette électricité inté- 
rieure n'existait pas. 

L'ensemble de ces masses est maintenant évidemment en équilibre 
et l'action extérieure se réduit à celle de la couche située sur rs. 
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I>f* iJ<'iJK i\*'niutT?i ih^forèrfifs ont été vérifiés par Faraday ao moyen 
iY i'\\}*:ruu<'j*< ifi;iéfiî<fij-es. Mais il c*st utile de faire remarquer que 
Vh\^^hu h'S a nfconnus et démontrés la première fois pour une sphère 
irnMjse, dari^s laqu''lhf se trouve de Télectricité disposée^ arbitrairement 
' bulhuin de la S^HÛHê. philonuuldque, 1 824 ^ • 

Aifi-i cVst â Poisson que Ton doit le procédé de la détermination de 
la quantité dVflerrtrieité renfermée dans un diélectrique, qui consiste à 
placer ce corps dans une sphère creuse et a évaluer la couche d'électri- 
cité qui apparaît sur sa surface, avec une densité constante. 

klfuurudlé induite par un point électrique sur la surface d'un conducteur. 

M. Supposons un conducteur creux et considérons rélectricité 
induite par un point électrique I situé dans la cavité et dont la masse 
est -- I. La masse induite sur la surface intérieure ç, est -hi. Dési- 
gnons par V le potentiel de cette couche en un point quelconque E exté- 
rieur a «71 et par r la distance de ce point au point ! ; nous aurons 

I 

r ^^ o ; 

/• 

car, d'après ce qui vient d'être démontré, le potentiel de la couche et 
du point 1 est nul en dehors de 9|. 

Olte couche est celle qui a été considérée (F* Partie, Chap. II, 
n" 17 j et, d'après ce que nous avons vu, le potentiel de cette couche en 
un point intérieur V est égal au potentiel en I de la couche induite par 
le point r, en lequel serait concentrée la masse — i d'électricité. 

Mettons un conducteur en communication avec la terre et considé- 
rons rélectricité induite sur sa surface extérieure a par un point exté- 
rieur Vé dont la charge est — f. Le potentiel du conducteur est égal à 
zéro; (loue, si Ton désigne par r la distance du point Ë à un point quel- 
conque I intérieur au conducteur et par r le potentiel de la couche 
induite, pris au point I, on aura 

I 

r " (). 

/• 

D'après ci» (|ui a été vu au n" 19 du Chapitre cité, le conducteur 
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étant mis en communication avec le sol, le potentiel au point exté- 
rieur E' de la couche induite par la masse — i concentrée au point 
extérieur E est égal au potentiel en E de la couche induite par la 
masse — i concentrée en E'. 



Couches homogènes et hétérogènes. 

m 

18. Nous appellerons couches homogènes celles qui ne renferment 
qu'une seule espèce d'électricité et couches hétérogènes celles qui con- 
tiennent les deux électricités. Nous avons déjà remarqué que si un 
conducteur électrisé n'est pas influencé, la couche qui le recouvre est 
homogène; car le potentiel V aura à l'extérieur sa plus grande ou sa 
plus petite valeur sur la surface et 

y aura, par suite, partout le même signe. Il est évident que, si la masse 
totale de la couche prend différentes valeurs, la quantité p variera pro- 
portionnellement. 

Nous allons examiner d'autres cas d'homogénéité dont la plupart se 
trouvent dans le Livre de M. Cari Neumann [Untersuchungen ùber dos 
Potential). 

Théorème I. — Si deux conducteurs y qui ne subissent que leur influence 
réciproque, sont chargés d'électricité^ l'un au moins sera couvert d'une 
couche homogène. 

En effet,-soient C et C les valeurs constantes, que prend le potentiel 
de toute l'électricité, sur les deux conducteurs A et B. Les deux valeurs 
extrêmes de V à l'extérieur de A et B sont deux des trois quantités 

C, C, o 

(!"* Partie, Chap. 1, n° 22); donc, l'une de ces deux valeurs sera C 
ou C, C par exemple. Ainsi V, en dehors de A, sera toujours plus 
grand ou toujours plus petit que C; donc, d'après la formule {a), la 
densité à la surface de A aura un signe constant. 
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Bemarque. — Si l'on a C = C, les deux couches sont homogènes et 
de même signe. Si l'on a C > o > C, les deux couches sont homogènes 
et de signes contraires, la première positive, la seconde négative. 

Corollaire. — Si, le conducteur A étant chargé d'électricité, on en 
approche un conducteur B d'abord à l'état neutre, la couche du con- 
ducteur A sera homogène. 

En effet, la densité sur B n'est pas partout de même signe, puisque 
la couche y a une masse totale nulle. Donc, d'après le théorème pré- 
cédent, A est couvert d'une couche homogène. 

19. Théorème II. — Si deux conducteurs A e/ B possèdent des charges 
égales et de signes contraires -h M ^/ — M et qu'ils ne soient soumis qu'à 
leur influence réciproque, il en résulte sur les deux conducteurs des couches 
homogènes qui sont de signe différent, 

A l'extérieur des deux conducteurs, le potentiel a des valeurs posi- 
tives et d'autres négatives; car, si l'on imagine une sphère de rayon R 
qui renferme les surfaces <? et g' des deux conducteurs, l'intégrale 






d(ùy 



étendue à tous les éléments dia de la surface de la sphère, sera égale à 
la somme des masses qu'elle renferme, c'est-à-dire à zéro (T* Partie, 
Chap. I, n® 18); donc V y aura des valeurs des deux signes. Soient C 
et C les valeurs constantes de V à l'intérieur de A et B. Deux des quan- 
tités 

C, C, o 

sont des valeurs extrêmes de V en dehors de A et de B; mais zéro n'est 
pas une de ces valeurs, puisque V prend les deux signes; donc C et C 
sont de signe différent et sont ces valeurs extrêmes. On a ensuite, pour 
les densités des deux couches, 

dn, dri étant les éléments de normale extérieure menés à ç et ç'; -i-, 

an 

-T-7 ont un signe constant et différent; il en est donc de même de p ot p' 
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et, puisque l'on a 

p est positif et p' négatif. 

Corollaire. — Si un conducteur possède la charge -+- m, la couche 
induite par un point extérieur de masse — m sera homogène. 

En effet, remplaçons le point par un conducteur infiniment petit et 
cela résulte du théorème précédent. 

20. Théorème III. — Si un conducteur possède la charge M H- i , M étant 
positif, la couche qui y sera induite par un point exteneur de masse — i 
sera homogène. 

Remplaçons le point par un conducteur infiniment petit B, couvert 
d'une couche dont la masse est — i. Le potentiel total V dans B est 
— L, L étant une quantité positive infiniment grande. Les valeurs 
extrêmes de V sont donc renfermées dans 

C, — L, o. 

Or V peut évidemment acquérir des valeurs positives; car, à une dis- 
tance très grande, il se réduit sensiblement à = — ,r étant 

la distance de ce point très éloigné au point électrique; donc, zéro n'est 
pas une valeur extrême de V et sa plus grande valeur est C, qui est par 
suite positif. Dans la formule (a), la dérivée de V est négative et p est 
positif sur toute la surface <7. 

21. Théorème IV. — Si un système de conducteurs est isolé, que Vun 
Aj seulement soit chargé d'électricité, tandis que tous les autres A,, A,, ... 
sont sans charge, tous ces corps auront un potentiel de même signe que 
celui de A , et le potentiel de A , sera le plus grand, abstraction faite du 
signe. 

Supposons, par exemple, que rélectricité de A, soit positive et 
démontrons que le potentiel d'un corps non chargé A, ne peut être ni 
maximum ni minimum. 

Sur la surface du conducteur A^, il y a de rélectricité positive et de 
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l'électricité négative séparées. En un point de cette surface où la den- 
sité est négative, V va en croissant à partir de la surface; donc V ne 
peut y être maximum. En considérant des points où la densité est 
positive, on voit de même que V ne peut être minimum sur la surface 
de Aj. 

Ainsi V ne peut être maximum ni minimum sur les conducteurs Aj, 
A3, .... Comme il ne peut devenir maximum qu'en un point où se 
trouve de la matière, ce maximum a lieu sur A, et le minimum ne 
peut se trouver qu'à l'infini où V est nul. Donc les potentiels de Ao, 
A3, . . . sont compris entre ces valeurs extrêmes de V et sont positifs. 

22. Théorème V. — Si un conducteur B chargé d'électricité induit un 
conducteur A en communication a^'ec la terre, le corps A se chargera d'une 
masse d'électricité de nom contraire et de grandeur moindre. 

Soient V et V les potentiels de B et A, et p' les densités sur les sur- 
faces G et<y' de B et A. 

Soient U et U' les potentiels de B et A dans un autre état d'équilibre 
d'électricité, t et t' ce que deviennent les densités sur <y et g'. 

On aura (n°6) 

y fzd(T-h y fz' dtj'^ \} Cpdtj-\- W fp' d<j'. 

Par hypothèse, V'= o; supposons de plus que 1 rdn soit nul de sorte 

que B n'est pas chargé dans le second état d'équilibre. L'équation pré- 
cédente se réduira à 

D'après le théorème précédent, U et U' sont positifs si /t'^g' est positif 

et U' est >U; donc /p'«fe' est d'un signe contraire à celui de f fda 
et est plus petit que cette masse inductrice. 

23. Théorème VI. — Si un conducteur B, chargé d'électricité, induit 
plusieurs conducteurs A,, A 2, ... mis en communication avec le sol, ces 
corps se chargeront de couches homogènes d'électricité de nom contraire à 
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celle de la couche de B et dont la sotmne des masses sera moindre qiie celle 
de^. 

Supposons (l'abord que les corps induits se réduisent à un seul A et 
prenons, par exemple, positive Télectricité de B. 

Soit C la valeur de V dans B; V est d'ailleurs nul dans A qui commu- 
nique avec la terre. Ainsi les valeurs extrêmes de V sont C et zéro; 
donc la densité sur B est partout de même signe, par suite partout 
positive, et sur A elle est partout négative. 

La masse de la couche de A est, d'ailleurs, moindre que celle de B 
d'après le théorème précédent. 

Pour étendre ces résultats à plusieurs conducteurs induits A,, 
A^, . . . , il suffit de remarquer qu'ils peuvent être considérés comme 
reliés entre eux et ne formant qu'un seul conducteur au potentiel zéro. 

Théorème VII. — Si un conducteur creux A, influencé ou non à l'exté- 
rieur f renferme dans sa cavité un conducteur B, la couche quii^evêt B et la 
couche intérieure de A sont homogènes et de signes contraires. 

Soient C et C les valeurs du potentiel dans A et B; ce sont les valeurs 
extrêmes du potentiel dans l'intervalle des deux corps. On en conclut, 
comme précédemment, que les deux couches sont homogènes; nous 
savons, d'ailleurs, que leurs masses sont égales et de signes contraires. 
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2. Supposons d'abord que V doive satisfaire à Féquation AV = o 
dans rintérieur d'une sphère de rayon a et dont le centre est en 0. 
Posons, n étant entier et positif, 

Yn étant fonction seulement de et A; nous aurons l'équation 

Nous aurons une solution particulière en posant 

Y;,==(Acos/'^ f-Bsin/'|)e, 

A, B étant deux constantes et e une fonction qui ne dépend que de •/, 
et il en résultera 

Comme Y doit rester invariable quand on augmente A de aw, puisqu'on 
reste au même point de l'espace, il faut supposer que / est un nombre 
entier. Assujettissons de plus / à être positif, plus petit que n ou au 
plus égal à 71 et nous satisferons à l'équation en B, en posant 



e 



.vîf - / ('ï — l) (n — l ^ i) , . 



^ - 2r4(2/i-i)(2/i-3) ' ^ '"y 

les indices /i, /servant à indiquer les deux nombres entiers qui entrent 
dans e. La série entre parenthèses se termine d'elle-même et repré- 
sente un polynôme entier. 

Nous avons donc une solution de l'équation (3), en prenant pour Y,, 

(A ces/']/ -h Bsin/'|)B^,/, 

où / est susceptible des valeurs 0,1,2, . . . , /i. Nous obtiendrons encore 
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une antre solution, en faisant la somnoc de toutes ces solutions» et nous 



• • 



aurons ainsi 

l—n 



(4) Y«— y (A/C0s/'|-+-B/sin/'})e„,/. 



/rrO 



Pour /= o, on peut supprimer le coefficient B; donc cette expression 
ne renferme que 2/1 -f- 1 constantes arbitraires. 

On satisfait donc à Téquation (i) en posant la formule 



,.« 



V — — Y 



a" 



où Y„ a la valeur (4). De plus on a la valeur la plus générale qui satis- 
fait à Téquation 

AV := O 

dans rintériéur de la sphère du rayon a, en y restant finie et continue 
ainsi que ses dérivées du premier ordre, si Ton prend la somme des 
expressions précédentes pour toutes les valeurs de n et que Ton pose 
la série 

(5) v^Yo+Y,^^-Y,54-...-+-Y„^, 4-.... 

a a- rt * 

On sait que la fonction V est complètement déterminée, quand on 
donne sa valeur en chaque point de la surface de la sphère. Cette 
condition devra servir à déterminer les coefficients qui entrent dans 
chaque fonction Y^„, et l'on résoudra ainsi un problème qui a déjà été 
traité d'une autre manière (I" Partie, Chap. II, n** 20). 

3. Occupons-nous ensuite du potentiel extérieur d'une couche située 
sur la surface de la sphère ou d'une masse située à l'intérieur de cette 
surface; Vr, comme nous savons, doit rester fini pour r= » . 

Dans ce cas, pour trouver d'abord une solution particulière de l'équa- 
tion (i), nous poserons 

V = / « Y, 

n étant encore un nombre entier positif, et Y satisfera à l'équation (3), 
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OÙ n{n -f- 1) sera changé en — /i(— n-h i) ou n{n — i); on satisfera 
donc à l'équation (i) en prenant Y = Y„_, et posant 



(^)"v.-„ 



et l'on aura pour solution générale 

a a' a'* 

{ 6 ) V :^ _ Yo -t- ^ V 1 -h . . . -+- — Y ;, _ 1 -+- . . . . 

Ce sera bien la solution générale, puisque V peut être déterminé de 
manière à avoir une valeur donnée en chaque point de la surface de la 
sphère. La limite de Vr pour r=oo, ou aYo, représente la masse 
totale qui a le potentiel Y. 

Si V représente le potentiel d'une couche infiniment mince distri- 
buée sur la surface de la sphère, il sera représenté par la formule (5) 
dans l'intérieur de la sphère et par la formule (6) à l'extérieur, en 
sorte qu'il prenne la même valeur pour r= a, et si V a une valeur 
donnée F(6, ^) sur la surface de la sphère, on aura l'équation 

(7) Yo 4- Y, + ¥,-+-...-+-¥„-+-... =:F(0,i|;), 

qui servira à déterminer les coeiTicients qui entrent dans les fonc- 
tions Y„. 

4. Indiquons ensuite comment on peut calculer les fonctions Y„. 

Posons 

p — cos ô ces 0' H- sin OsïnO' cos ( '|i — 'Y ) 

et, a étant supposé < i, développons suivant les puissances de a l'ex- 
pression 

(8) , — 14- aXi-+-a'X,-^. . .-ha^Xn-t-.. .; 

elle représente l'inverse de la distance de deux points et elle satisfera à 
l'équation (i) si Ton y remplace r par a; on en conclut que les fonc- 
tions X;, satisfont à l'équation (3) et qu'elles sont un cas particulier 
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des fonctions Y;,. Elles ont pour valeur 

-;. 1.3.5. .. (2 /t — i)r n(n — 1) 

1.2.3. ../i L^ 2(2 /i — i)^ 

+ n{n — i){n — 2){n- 3) „_^_ ] 
2.4(2/1 — i)(2n — 3) ..-j- 

Si l'on a l'équation (7), Y;^ se calculera par la formule 

^^^^n_±2_l' Ç \„F(ô',^')sin^'^6'rf^' 

{Cours de Physique mathématique, n° 84). 

5. La fonction V se présente sous une forme beaucoup plus simple, 
quand la masse à laquelle elle se rapporte est de révolution autour de 
l'axe polaire; alors V est indépendant de i^ et les Y„ de son dévelop- 
pement satisfont à l'équation plus simple que (3) 



d^{i-p}) 






dix 



-hn{n-hi)Yn = o; 



ils se réduisent donc à 0^,0 ^u, a un coefficient près, à X^ où l'on fera 
y» = (X = cosO. 
Ainsi, par exemple, au lieu de l'équation (6), nous poserons 



a . ^r Cl* . ^r d^ 



(9) Y:=Ao- -hAjX, — 4-A,Xj ^ +..., 

Ao, A,, Aa, . . . étant des coefficients à déterminer. Si la fonction V est 
donnée égale à (p(îjl) pour r= a^ nous aurons 

multiplions les deux membres par X;^^?;^, intégrons de — i à -f- i et 
employons les équations 

/Xrt X«' r//x zn o, / X,;^fjL— ■ — > 
_, J_| 2/i4-l 
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nous aurons 



A«^ — - — / X«9(/x)e//jL. 



La formule (9) avait élé donnée par Legendre, avant les recherches 
de Laplace sur ce sujet, dans son Mémoire sur l'attraction des sphé- 
roïdes [Mémoire des Sa^^ants étrangers, p. 422; 1785). Il en conclut ce 
théorème : De l'attraction d'un sphéroïde sur les points extérieurs de son 
axe de résolution on peut déduire son attraction sur un point extérieur 
quelconque. 

En effet, sur l'axe de révolution, X,, Xj, . . . sont égaux à l'unité, 
ainsi qu'il résulte de l'équation (8). Si l'on suppose connue la valeur 

de -7- sur l'axe, on en conclura la fonction V sur cet axe à une con- 
stante près; développons cette fonction suivant les puissances de -, 

puis multiplions les termes de la série respectivement par X,, Xj, . . . , 
à partir du deuxième, nous aurons l'expression de Y dans le cas général. 

Détermination de la densité d*une couche sphérique dont le potentiel 

est donné en chaque point de la surface. 

6. Ce problème a été résolu (I** Partie, Chap. II, n** 21). On peut le 
traiter de la manière suivante au moyen des fonctions de Laplace. 

Soit F(0, ^1^) la valeur que prend pour r= a le potentiel d'une couche 
placée sur la sphère de rayon a. Développons cette fonction suivant la 
série de Laplace, et posons 

Yo-hYi-hY,-h...-hY«-+-...=:F(^,^), 

ten déterminant les termes d'après la formule du n**4. D'après ce que 
nous avons vu, nous aurons pour le potentiel de la couche, respecti- 
vement à l'intérieur et à l'extérieur. 



r ,, r" 



V — Yo -h Y| — "+"•••■+' Yff —jj -+-..., 

V'::.Y,^+Y.^+...+ Y„^ 



~I • • • . 
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Ainsi, en appliquant la formule 

, dY' d\ 

où Ton doit faire r=a dans le second membre, on obtient, pour la 
densité cherchée, 

p — 7 — [Yo-+-3Yi-t-.. .H-(2/i-hi)Y;, -I-...1. 
Remarquons que, si l'on pose 

en nMndiquant pas les deux variables 0, ^ qui entrent dans ^{oc)^ nous 
aurons 

I r do{T) "1 

Réciproquement, si Ton nous donne la densité de la couche, déve- 
loppons la fonction qui la représente suivant la série de Laplace, et 
posons 

p = Zo H- Zj 4- Z, -f- . . . ; 

nous aurons pour le potentiel 



V — !\'Ka (Zo-+- 5— Z, -h -^r— r Z,4-. . . ), 

V m: ( Zq -H 75 — Zi 4- •:: — r Zj -h . . . ) . 



Sphère induite par une quantité d'électricité fixée dans un diélectrique. 

7. Désignons par Y le potentiel de la couche induite sur une sphère 
conductrice A par un diélectrique B qui renferme de l'électricité re- 
gardée comme fixe. L'état électrique du corps B est supposé connu; 
concevons donc qu'on ait déterminé son potentiel T en fonction de 
coordonnées sphériques dont l'origine est au centre de la sphère A. 
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Soit ï\0, '}) la valeur de T sur la surface de la sphère; on pourra déve- 
lopper F(0, j) en la série 

1 ' * 1 "• ..."r~I/| "!"•••> 

et Ton aura ensuite, pour tous les points intérieurs à la sphère. 



n = » 



1 S V- 



n-0 



Or, pour les points intérieurs, on doit avoir 
(i) V-i-T — consl., 

puisque l'action totale de la couche et du corps B y est nulle. 

Donc, C étant une constante, nous obtenons, en supprimant le 
terme Y© de la série des Y,„ qui est constant, 



/i— • 






n--l 



La constante C représente (n"* 3) la masse de la couche divisée par le 
rayon de la sphère. Désignons par M la charge connue de la sphère, 
nous aurons 

(2-. v-^'-V^Y . 

n- I 

puis, d'après le numéro précédent, nous aurons, pour le potentiel exté- 
rieur, 

M \^ a" *■* 

^3) V'=^-^^-,Y,. 



/I = l 



et pour la densité de la couche, 

8. Si le corps inducteur B est placé à une distance très grande par 
rapport au rayon de la ^sphère, son attraction peut être considérée 
comme constante dans toute l'étendue de la sphère. Supposons que 



11. 
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le centre de gravité de la masse électrique de B soit sur l'axe polaire; 
son potentiel pourra être représenté en un point de la surface de la 
sphère, à une constante près, par 

et Ton aura sur cette surface 

en désignant par C une constante. De la sorte, V sur la surface est mis 
sous la forme Yo -f- Y, -f- Y^ h- . . , où l'on fait 

Yo^ C = -, Y, = - ha COS0, 
a 

et où l'on suppose nuls les autres termes. On a donc 

V~ /ircosô, \'— Acosô, 

a r r' 



p =1 V — ( ShacosO). 

^ L\i:a\a ) 



Remarque. — Revenons au cas général et supposons que la sphère 
soit mise en communication avec le sol. L'équation (r) sera remplacée 
par 

V-hT=::-0, 

et l'on aura, au lieu de l'équation (2), la première des trois équations 

ii=:0 n — n — 9 

où il faut sommer maintenant à partir de n = o. Les deux autres équa- 
tions se déduisent de la première. 

Sphère induite par un point électrisé extérieur. 

9. Traitons le problème précédent dans le cas particulier où le 
corps inducteur se réduit à un point B que nous supposerons chargé 
de l'unité d'électricité. 
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Pour plus de simplicité, supposons le point B situé sur Taxe polaire 
et désignons par b sa distance au centre de la sphère. Nous aurons, 
pour le potentiel du point B, en un point intérieur à la sphère (n*'4). 



T:=--™'-_--_^...'5;j;x,(coso). 



I 

^b^ — 2rb cos i- r^ 



n -0 

et nous en concluons 



Donc/d'après la formule (4), on a, pour l'expression de la densité de la 
couche induite, 

9 -'- -f 1— f ->(2/i Hij -,---T X,i(cosO) 

47ra* !\nab I ^ //' I 

Cette série est facile à sommer. En effet, si a est < i, on a 



OB 



(«) 



y«^'X;,(COSQ)r- -' 

^ i/i — 2ac 



y^ I — 2 a cos 9 4- cf} 



y 



différencions par rapport à a, puis multiplions par ^a, nous avons 



'xac.osO — 2 a' 



\ 2wa''X„(cos^) — — 
(i - 2a cos 9 -f- a*)* 



et, en ajoutant à la formule précédente, 

i-a« 



V(2/i -hOa^X^Ccos^) = 



a 



(i — 2acos9-i- a*j* 

Désignons donc par D la distance d'un point m de la surface de la 
sphère au point B, et nous aurons, pour l'expression de la densité en m, 
cette formule très simple, donnée pour la première fois par Poisson, 



- ^_ I /i b^-^a^ \ 

^ ^ [^Tza^ ~^ lr.a\b II» ) 
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Si la charge M de la sphère est nulle, on a 






et Ton trouve que la densité p est nulle sur le cercle déterminé par 
l'équation 

ce cercle sépare l'électricité négative de l'électricité positive. 

10. Supposons ensuite que la sphère conductrice soit mise en com- 
munication avec la terre. D'après la fin du n** 8, nous aurons 



89 



ou 

— _ ^' ~ ^* 

P~"' l^aiï'' 

La masse totale induite sur la sphère sera — aYo = — t* 

Nous aurons, pour le potentiel V de cette couche pris en un point 
extérieur P, 

V' = - > ^Y„r^- ,-> f— X„(cosO), 
^,..«^1 « br^b"r'^ 

et, en faisant » = t- dans la formule (a), on obtient 



/•* i- r cos 4- f^ 

b b* 



/ 



Joignons le centre de la sphère au point inducteur B. Sur la 
droite OB prenons 0B'= -r- Alors le radical précédent représentera la 
distance PB', et l'on aura 



V'" — - ' 



b PB' 

Donc le potentiel de la couche en un point extérieur est le même que 
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celui d'un point intérieur, placé en B' et chargé d'une quantité d'élec- 

tricite égale a — , • 

Revenons au problème du numéro précédent. Le potentiel de la 
splicre induite, supposée isolée et chargée d'une masse M, est, d'après 
la formule [(3), n" 7], 



V'z-. 1(M^ 






Il est donc égal au potentiel précédent, augmenté du potentiel d'une 
masse égale à M -h ^ et placée au centre de la sphère. 

Sphère creuse induite par un corps diélectrique placé à son intérieur. 

11. Le problème de la sphère creuse induite par de l'électricité fixe 
placée à son intérieur peut être traité d'une manière directe, ainsi que 
l'a fait Poisson [Bulletin de la Société philomathique, 182^1). Mais on en 
obtient immédiatement la solution d'après le théorème III du n® 16 du 
Chapitre I. 

Soient a le rayon extérieur du conducteur et b son rayon intérieur. 
Soient aussi A la charge qui lui est communiquée et M la masse de 
Télectricité placée dans la cavité. La surface intérieure se couvrira 
d'une quantité d'électricité égale à — M et la surface extérieure d'une 
quantité égale à A 4- M qui s'y distribuera comme si elle existait seule. 
Ainsi la densité sur cette surface sera 

- A + M 

Le potentiel T de l'électricité située dans la cavité est censé connu; 
soit 

T ^ " " 






n-O 



son développement en dehors de la sphère de rayon b. Le potentiel V 
de la couche intérieure pour tous les points extérieurs à cette couche 
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doit être égal à — T. Ainsi Ton a 

ce 



Vv ^ 



wrrO 



et, comme au n** 7, on obtient, pour la densité p' de cette couche. 




- M _£(.«,. )yJ. 



n = \ 



Cas où le corps inducteur se réduit à un point. — Supposons que le 
corps non conducteur se réduise à un point B chargé de l'unité d'élec- 
tricité que nous pouvons prendre sur l'axe polaire et désignons par c 
sa distance au centre. Nous aurons 



y/c* — 2 cr cos -+- 






la masse d'électricité sur la surface intérieure sera — i et, en raison- 
nant comme au n^ 9, nous aurons 

L n = t 



D étant la distance du point de la surface intérieure au point B. 

De même, si la sphère est mise en communication avec la terre, on 
aura 

et il n'y aura plus d'électricité sur la surface extérieure. 
Joignons le centre de la sphère au point B par la droite OB; puis, 

sur cette droite prolongée prenons 0B'= — • On voit facilement, comme 

au n^ 10, que le potentiel de cette couche induite en un point intérieur 

sera le même que le potentiel du point B' chargé de la quantité 

d'électricité. 
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Cherchons ensuite Tinduction d'un point B chargé de Tunitc d'élec- 
tricité sur un plateau indéfini mis en communication avec le sol. Pour 
cela, supposons, dans le problème précédent, que la différence b — c 
ne change pas, mais que le rayon b devienne infini, et écrivons ainsi la 

formule précédente 

,_ I b -\- c b ~ c 

A la limite —r- sera égal à 2, 6 — c sera la distance p du point B au 

plateau et D la distance de ce point à un point quelconque de la surface 
antérieure du plateau, et l'on aura 

^/ ._ J^ 

^ 27:1)* 

Remarquons que le potentiel total est nul dans tout l'espace situé du 
côté du plateau opposé à celui où se trouve le point inducteur. 



POUVOIR DES POINTES. 

12. Nous allons démontrer que, si un conducteur chargé d'électri- 
cité porte une pointe ou un tranchant, la densité de l'électricité sera 
infiniment grande sur ces parties. 

Pour cela, nous chercherons l'équilibre de l'électricité sur un con- 
ducteur muni d'un tranchant ou d'une pointe, dans l'hypothèse qu'il 
se trouve dans un milieu dont la résistance soit infinie ou au moins 
suffisamment grande. 

Soient d'abord deux conducteurs en forme de cônes de révolution, 
dont les sommets soient au même point et les axes dirigés en sens con- 
traire. Nous supposons que ces deux conducteurs sont chargés d'élec- 
tricité de signes contraires et que, sous leur influence réciproque, ils 
sont a des potentiels différents K et K'. Sur tout cône de révolution qui 
aura le même sommet et le même axe que les conducteurs, le poten- 
tiel V n'aura qu'une seule valeur, l'équation AV — o se réduira donc à 



d{,mrjV'A 



dv\ 

~dô) 



dO 



= 0, 
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étant l'angle de la génératrice du cône avec son axe. On en conclut 

d\ G V ri * ^ r' 

-y^- = - -7 j V ■-. C log tanp: - i- C , 

C et C étant deux constantes arbitraires. On détermine les deux con- 
stantes arbitraires C et C d'après la condition que V se réduise à K 
et K' respectivement pour = a et = ?: — p, et il en résulte 






log Uang I lang ^\ log (^lang ? tang ^ j 

Désignons par r la distance d'un point quelconque au sommet des 
cônes, on aurait, pour les densités p et p' de l'électricité sur les deux 
conducteurs, 

— _ ' M^ — __L C 

^ ~~ ■\T[ r dO ~ ^11 rsina' 

1 £ ^V _ I (^ 

^ ~ ^n r d^j ~~ [\r, /■sinj3 

Ainsi sur chaque conducteur les densités p et p' varient en raison 
inverse de la distance r au sommet et elles sont infinies en ce point. 

Supposons plus généralement que les deux conducteurs soient deux 
cônes dont les sommets sont encore au même point et qui appar- 
tiennent à une famille de cônes isothermes ou de niveau que l'on sache 
déterminer (1"^* Partie, Chap. IV, n° 7). Soient a le paramètre thermo- 
métrique de ces cônes et p celui des cônes orthogonaux sur les pre- 
miers. Le potentiel V en dehors des deux conducteurs satisfera à 
l'équation 

AV_o ou --^, -^ -^^ - _ _ o, 
et les équations des surfaces des deux conducteurs seront 

a, et a^ étant deux constantes. Les deux conducteurs étant aux poten- 
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tiels constants K et K', V est indépendant de p, et Ton a 



dx 



, =0, V=:Ca4-C', 



C et C se détermineront comme précédemment. La formule qui donne 
la densité de l'électricité est 

dn étant l'élément de normale extérieure aux conducteurs. Si l'on 
prend rfV constant, dn sera la distance au cône de niveau infiniment 
voisin; dn varie donc sur une même génératrice proportionnellement à 
la distance rau sommet du cône et p varie en raison inverse de r. 

On obtient des résultats beaucoup moins simples, quand on a un 
seul conducteur terminé par un tranchant ou par un cône. 

Conducteur à tranchant. 

13. Considérons un conducteur terminé par deux faces planes OA, OB 
[Jig. i), qui se coupent sous l'angle y; nous le supposons indéfini per- 

Fig. I. 




C X 



pendiculairement au plan AOB; mais il est terminé par la surface cylin- 
drique DCA. Pour simplifier un peu, prenons cette surface cylindrique 
symétrique par rapport au plan OX bissecteur de l'angle dièdre AOB. 
En prenant dans le plan AOB des coordonnées polaires r et dont 
l'origine est au point 0, l'équation AV = o pourra s'écrire 



d-\_ \ d\ j^d^y 

dr^ "*" /• dr ■*" r'- d'?- "^* 
II. 6 
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on y satisfait en posant 

V = Ar'*sin/i0. 

Faisons commencer l'angle 6 à partir de OB; si nous voulons que V 
s'annule non seulement sur OB ou pour 9 — o, mais encore sur OA ou 
pour 9 = 27U — y, nous poserons 

... kiz 

n(2n — y) — ki: ou /^ =— > 

' 271 — y 

k étant un nombre entier; nous obtenons ainsi 

ATT 



211 — y 

Désignons par K le potentiel constant du conducteur et, pour simpli- 
fier l'écriture, posons 



271 — y 

puis décrivons une surface cylindrique de révolution DEF autour de 
l'arête du conducteur, mais en dehors du conducteur et avec un rayon R 
plus petit que OB où se terminent les faces planes. 

Dans l'espace ODEFO le potentiel peut être représenté par la somme 
de la constante K et d'une infinité de solutions telles que {a); ainsi 
dans cet espace on peut poser 

V — K -h Ait'P sinpO -\- A^r^P sin3pQ -h A^r^P s\n5p9 -\- 

On a pu supprimer tout de suite les termes qui dépendent des mul- 
tiples pairs de l'arc /?0, en remarquant que V doit prendre la même 
valeur pour 9 = «i et = 27w — y — m, quel que soit u. 

Soit, en général, /(a?) une fonction donnée entre x = o et x = l; on 
peut calculer les coellicients de la série 

«1 sm -.-- H- rtj sm —. h «3 sm — — i- . . . , 

de manière que dans cet intervalle elle représente la fonction /(^) 
[Cours de Physique mathématique, n® 14). Il en résulte que l'expression 
obtenue pour V a toute la généralité désirable. 
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Supposons que l'on ait déterminé par Texpéricnce la valeur de V sur 
le contour d'une section droite du cylindre DEF et que cette valeur 
soit /(O), on déterminera les coefficients A,, Aj, ... au moyen de 
l'équation 

d'après une formule bien connue. 

14. Pour obtenir la densité sur les deux faces planes du conducteur, 
appliquons maintenant la formule 

et nous obtiendrons 

p — ~ f- ( A, rP-^ -+- 3 A, /•'/»-» -t- 5 Aj r^P-^ -f- . . . ). 

Comme on a/?= — j^» tous les exposants sont positifs à partir du 

deuxième terme; mais, comme l'angle y du conducteur est supposé 

plus petit que tz^ l'exposant p — i on ——^r ^^^ négatif, p est infini 

pour r= o, c'est-à-dire sur l'arête du conducteur, et l'on voit de plus 
l'ordre de cet infini. 

Si l'on veut calculer pour une des faces la pression électrostatique 
sur une longueur / de l'arête et depuis cette arête jusqu'à une petite 
distance r^^ on aura pour cette quantité (Chap. I, n** 5) 

Y 



./jr>^.-:i|-;^-A;jr".-.rfr 



T^^ A? î^ 



8 ( 2 71 - - y ) y 



r 



y 



en négligeant tous les termes de p après le premier terme. Il importe 
de remarquer que cette quantité n'est ni infinie, ni même très grande 
si l'angle y n'est pas très petit. Il en résulte que les formules précé- 
dentes peuvent effectivement être appliquées à l'expérience si l'angle y 
n'est pas très petit et si le milieu dans lequel se trouve le conduc- 
teur est suffisamment résistant, comme le serait un gaz extrêmement 
raréfié. 
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Si l'on suppose l'angle y>7:, les formules précédentes restent 
encore applicables. Mais alors l'exposant/? — i du premier terme de p 
est positif comme ceux des termes suivants. Donc, sur l'arête de l'angle 
rentrant du conducteur, la densité est nulle. 



Conducteur conique. 

15. Considérons ensuite un conducteur dont une partie ait la forme 
d'un cône de révolution. Soient BOA {fig. i) la partie conique du con- 

Flg. 2. 



ducteur et BCA l'autre partie, que nous supposons toutes deux de 
révolution autour de OX. Ce conducteur est supposé à un potentiel 
constant K. Le potentiel V satisfait a l'extérieur du conducteur à 
l'équation AV = o, et doit présenter les mêmes valeurs dans tous les 
méridiens passant par OX ; V est donc indépendant de l'angle ^ de chaque 
méridien avec un méridien fixe et il ne dépend que des deux coordon- 
nées r et 9 (n® 1). Donc l'équation AV = o peut s'écrire 



;in0— ^ ,- - 4 — — 7> — o; 



siny— , . ,. 



on obtient une solution particulière, en faisant 

et prenant pour T une fonction de qui satisfait à l'équation 

sinO -7,, -+-cos(?-77- -f-/i(/i4-i)Tsin6i^o, 
db^ d(J ' ' 
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et si l'on pose 

cette équation devient 



(0 






Elle est donc de la forme de l'équation 

d^ P r/P 

qui a pour solution 

et quand y est > i ou = i, l'autre solution est infinie pour 5 = 0. 
Dans le cas qui nous occupe, on a 

n Q /i -h I 



2 • 2 ^ 



donc on satisfait à l'équation (i), en posant 



(2) 



T=K- ;'.":'. ■.-■»)• 



et nous devons réduire T à cette solution particulière si nous ne vou- 
lons pas que T devienne infini pour = o, c'est-à-dire sur la droite OE 
à partir de laquelle nous compterons l'angle 9. De plus, la quantité 
y — a — p étant positive, T restera fini pour sinO = i . 

16. Au moyen de la formule (2) on connaît T depuis 9 = o jusqu'à 

0= -, mais non depuis cette dernière valeur de 9 jusqu'à celle qui 

correspond à la surface du cône. Pour déterminer T dans ce dernier 
intervalle, employons cette formule de Gauss 

n(y — i)n(a-h3 — y — i) xv « fir/ « o \ 
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dans laquelle n( j) représente / e^^cc^ dx quand j est > — i , et, quand 

y est moindre, on ramené la valeur de n( j) au cas où j est > — i , en 
appliquant une ou plusieurs fois la formule 

(3) (74-i)n(j) = n(74-i). 

D'après cela, nous obtenons 

\2/ cryl^ /ll3 -A 

H 7 ^H;— -^7 V- COS^F - 4-1, h -> -> COS'Ô). 

Désignons par a lé demi-angle au sommet du cône, et choisissons le 
nombre n de manière que l'on ait 

(4) T — o pour 0=:7r — a, 

c'est-a-dire sur la surface du cône. 

Remarquons d'abord que pour a = - cette équation se réduit à 

l 'i - - n(-».f) 



n(ï)n(-^) 



o ou 11. -oo: 



on en conclut que est un nombre entier positif ou que les 

racines n, dans ce cas particulier, sont les nombres impairs i, 3, 






Pour simplifier l'équation (4), transformons le rapport/? des coeffi- 
cients de l'expression de T 

■'(-J)"(-ï-) "(^) ' 
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en appliquant la formule (3) et la suivante 
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U(-z^i) ----,- 



TC 



sinTTs 11 (-3) 



nous aurons 



P .-- 2 



Il(^ 

2 



II 



// — I 



lang 



m: 



Ainsi Téquation (4), qui détermine /i, devient 



/ n n i-i i \ 

— ri ) 7 -) cos'a 

\ 2 2 2 / 



(5) 



— 2 




m: (n 

lang — cosaFI -t- I, — 



n I 3 

- 4- -) -> cos- 

2 2 2 



")• 



Remarquons que la première des deux fonctions F qui entrent dans 
cette équation est un polynôme entier par rapport à cos'a quand on 
prend pour n un nombre pair, et en désignant par F, cette fonction, 
on a 

Pour /i =: o F, — I , 

» /ï =. 2 Fi =: I — 3cos*a, 



» n~^ i\ 



r. 4'5 , 5.7 . 

F, = I cos' a H — Ti- cos* a, 

2 3 



» 



De même la seconde fonction F, que je désignerai par Fa, se réduit à 
un polynôme entier en cos^a pour /i = i, 3, 5, . . . , et Ton a 



)UI 


' /l - 1 


)) 


71-3 


)) 


n à 


» 





F,-i, 

Tj— I — „-cos*a, 



F,-i- 



7-4 • 7.Q . 

--^cos'a i-~?cos*a, 
2.3 3.0 



Désignons par P le second membre de Téquation (5) et par e une quan- 
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tité positive infiniment petite, les signes de P seront : 

Pour /l =: O p =zz -H, 

>) n=:l — £ P=: — 00, 

» nzzzl -\- £ p r= -f- 00 , 

» n = 2 P = ih suivant que cos' « > ^ > 

3 

» /i =z 3 -- £ P — ip suivant que cos*a^ -• 

o 

En continuant ainsi, on pourra séparer les racines de Téquation. 
D'après les substitutions précédentes, on voit qu'il existe toujours une 
racine comprise entre o et i et qu'il y aura une ou deux racines entre 

ï et 3 suivant que cos^a sera < ou > ^' Désignons par /ii, n^^ n^, ... 

les racines en nombre infini de l'équation (5), rangées par ordre de 
grandeur, et désignons aussi par T,, Tg, ... les expressions correspon- 
dantes de T. 

17. Du point comme centre décrivons une surface sphérique DEF 
en dehors du cône et avec un rayon R plus petit que la génératrice OB 
de la surface conique. Dans l'espace ODEFO compris entre la sphère et 
le conducteur, le potentiel V est la somme de la constante K et de 
toutes les solutions 

qui viennent d'être considérées, affectées d'un coefficient A,. Ainsi on 
posera 

Supposons que l'on ait déterminé par l'expérience la valeur de V sur 
un méridien DEF de la surface sphérique; et représentons-la par/(0); 
on déterminera alors facilement les coefficients A,, Aj, ... d'après 
l'équation de condition 

Al R««T, -h A, R^^Tj -f- . . . zzi /( 0) - K. 
On aura ensuite pour la densité à la surface du conducteur la formule 

i i clV I A „ , ^T, , „ . dT, \ 

P -"--/ iT -- 7- Al /-«i-» — *- 4- Aj/'^i-» -yr -t- . . . . 

^ f\i: r dO 4^\ ^^^ d^-f ) 

oii il faudra faire ô = tt — a. 
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Dans cette formule, le premier exposant n, — i est négatif, tous les 
autres sont positifs; donc, pour r = o,le premier terme devient infini 
et les autres sont nuls; il en résulte que la densité p est infinie au 
sommet du cône. 

Calculons la tension électrique sur un élément de la surface du cône 
compris entre deux génératrices situées dans deux plans méri- 
diens qui font un angle é!^ et ne s'étendant depuis le sommet que jus- 
qu'à une distance r=r^9 assez petite pour que tous les termes de p à 
partir du deuxième puissent être négligés devant le premier. 

J'Y 

' .f- pour 6 = :: — a renferme en facteur sinacosx; posons, d'après 
cela, 

cTÏ, 



dO 



— Hsinacosa. 



L'élément de la surface du cône a pour grandeur rdr%\ïi%d^ et la ten- 
sion électrique sur cet élément est 

27rsina£fd/ / û^rdr=L—^ — sin' a cos* a rfd» -^ • 

Cette quantité n'est pas, en général, très grande, puisque l'exposant 2/1, 
est positif, de sorte que, si l'on ne considère que la tension électrique 
elle-même calculée ainsi, on ne voit pas la raison pour laquelle l'élec- 
tricité s'écoule si rapidement par la pointe. Mais on doit supposer une 
épaisseur à la couche électrique; la perte de l'électricité doit donc pro- 
venir de ce que, lorsque p est infini ou très grand, l'épaisseur de la 
couche électrique n'est plus excessivement petite, comme cela a lieu 
ordinairement, et l'électricité s'éloigne ainsi du conducteur. 

18. Dans ce qui précède, on a supposé que le conducteur présentait 
une pointe conique; mais les calculs précédents peuvent être appliqués 
avec une légère modification à un conducteur qui présenterait un cône 
rentrant. 

Il faut alors supposer l'angle a obtus, ce qui change le signe du 
second terme de l'équation (5). Reprenons les substitutions qui ont 
été faites ci-dessus dans le second membre de cette équation, nous 
II. 7 
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aurons 

IN MIT // n V -■ ' , 

)) // I : . . . . V : >: , 
»> // I i I* - X , 

)) // > 1* - j: siiivaiil (uie cos^a -: . 

^ o 

» //-_)-£ V - suivant que cos- y. -• 

Dans ce cas, il n'existe point de racine enti'C o et i; la [dus pelilc 
racine /z^ sera comprise eiUre r et 2 si co.s-y. est -, t>> elle sera coin- 

|)risc entre 2 et 3 si cos-y. est compris enti'e ^r et |^ ; (Mitin, elle sera plus 

3 

grande nue 3 si cos'-'a est >• v 

Mais remarquons surtout que la densité est nulle au sommet du 
cùne rentrant. 

Calcul (les exposa/Us //,, /t. y, //g, ... (/ai enlrcnt dans r expression 

du potentiel du conducteur conique. 

19. Quand Tanglc a sera com|)ris entre f\o'^ et ()(/', on pourra laci- 
lement obtenir des valeurs approchées des racines n au moyen de 
Téquation (5) sans en changer la forme. 

Lorsqu'on aura déterminé une vaUnir approchée d'une de ces racines, 
on la corrigera en y ajoutant rex|)ression 



</l» 



1 . , ? 

an 



OÙ P désigne le second membre de récjuation ( > ), et en posant 



ii(^ :ii r\; ' 



>, 



on aura 



(IV 
(lit 



</l^ 



'tu 



ht: ftV . 

2 A- la ni; — cos a - 
' :> ct/i 



1; 



COS" 



, /it: 



/.- cos;c r. 



2 A- la m; cos:z 



. i n — \ 



["C) -"V" 
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d'après la notation de Gauss, nous posons en général 

^, . , I ^ n ( w "^ 

Gauss a donné une Table des valeurs de cette fonction à la fin de son 
Mémoire intitulé : Disquisitiones générales circa seriem injînitam 

I -h - -.r -} - - - ^ ^— . . ./■» -f . . . 

(t. III de ses Œuvres). 

20. Lorsque l'angle a sera très petit, il faudra modifier la forme de 
Téquation (5). La transformation que je vais donner conviendra très 
bien quand a sera un angle compris entre o** et l\o^^ et sera extrê- 
mement commode quand a sera un très petit angle. 

On a cette formule [Determinatio seriei nostrœ, etc. {Œwres de Gauss, 

t. III)] 

F(ûr, bf a -h b, i — x) 

Il(a — 1} 11^^^ — I) L 1 1.2.1.2 



I •2>o« I •2.0 



en posant 



/A n ,..a{a \-i)(a \-'i)b{b -hi)(b ^9.) , 1 



A= - -h 7 — 2, 
a b 



„ I 12 

a -h I b -hi 2 



a -h 1 /; -H 2 o 



On peut appliquer cette formule aux deux fonctions F qui entrent 
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dans T (n® 16), et il en résulte 



F( î ) > cos*t?) 

\ 2 2 2 y 

ri /i(/i-f-i)i . ,. . 

-1- _ -^ — ^ sin*0-i-.. . 

12 2 J 

(-41, h -» -> COS'0) 

\2 2 2 2 / 



4- - 



Substituons ces expressions dansT, faisons cosô — — cos«, et remar- 
quons la formule 

"(-0"G)=-"(-0"^ 

alors Téquation T = o prend la forme suivante : 



flogsin'a -i-w(-^-i\^ ^(^4"^) " ^^^^^ 1 
XI ^^ sin'a -h . . . 

L 2.2 J 

cosa logsin'aH- Vf - -hi J 4- V( ] — 2^''(o) 

r (/i-h2)(/i — i) . , 1 

XI— sm*a-i-... 

L 2.2 J 

[i n(/H-i)l . , rS {n-\-2){i — n)l . , 
^.^_L- _' sm*a4- ^^ — sm'acosa4-.. 
2 2 L2 2 J 



.— O, 



Si a est très petit, on pourra réduire cette équation a cette forme 

a) 4 log sina- 4 V(o) ^ w(- -^ -')-+- *Y^^) "^ ^(j + ^ '*^(- •^")^ ^' 
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et Ton en tirera a par logsina, en supposant n connu. Si a n'est pas 
très petit, mais n*excëde pas 3o^, on obtiendra ainsi une valeur appro- 
chée de a correspondant à un nombre donné pour n, et cette valeur 
permettra de passer à une autre approximation plus grande. Si Ton se 
donne la valeur de /i, et qu'on cherche la valeur de a correspondante, 
alors, en appliquant la formule 

A» ~T" I 

de manière à ne plus avoir que des fonctions V(z) pour lesquelles z est 
compris entre o et i, l'équation (a) deviendra 

41ogsina- 41'"(o) -H'F^.- ^) + 'f(J) -H«F(i + ^) 

X'x 2 y n n* I — /*- 

-4 

21. Je n'ai point formé précisément une Table de ces racines. Mais 
voici toutefois un Tableau qui donne avec une certaine approximation 
quelques racines n pour des valeurs déterminées de l'angle a et qui 
permettra au lecteur de s'orienter s'il se propose de calculer ces racines 
pour une certaine valeur de cet angle : 

o o I a 3 

Sô'Sô" o,io 1,12 2,i35 3,i45 

7<»57' o,2o 1,28 2,33 3,37 

i8<*54' o,3o T,4i » » 

3o«9' o,4o 1,59 » » 

3o«33' n » » 4 

39*14' 0,433 1,70 3 » 

54^44' o,55i 2 » » 

67® 25' )) » » 5 

70*8' 0,72 2,34 4 » 

90® I 3 7 



J 
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DISTRIBUTION DE L'ÊLEGTRIGITË SUR DEUX SPHÈRES QUI S'INFLUENCENT 

RÉCIPROQUEMENT. 

Cas général, 

22. Ce problème a été résolu pour la première fois par Poisson 
[Mémoires de l'Académie des Sciences , 1 8 1 1 ). 

Soient a et b les rayons de deux sphères A et B chargées d'électri- 
cité et c la distance de leurs centres; c est plus grand que a-\- b. Les 
couches qui recouvrent les sphères A et B ont la ligne des centres des 
sphères pour axe de symétrie. Développons la densité p de la première 
couche suivant la série des Y;,, qui se réduisent aux fonctions X;j(n® 5); 

nous aurons 

P =^ AoXo-h AjXi -h. . . -H A„X„-f- . . ., 

Ao» Af » As, ... étant des coefficients constants; puis nous obtiendrons 
pour les potentiels intérieur et extérieur de cette couche respecti- 
vement (n** 6) 

V ^I^na |^AoXo-hAiXi^-f-...-hA«X;,— ^^^p^y^ -i-...J, 
/• L or (2/1 -M)/'* J 

Xo Xs, . . . sont des fonctions de [jl = cosO, étant l'angle que fait avec 
la ligne des centres le rayon rmené du centre de A au point en lequel 
on prend le potentiel. 
Remarquons que, si l'on pose 



^ . ^, ^ 



n 



AoXo-H A,Xi -3 -h. . .4- ArtX;, 4-. . .=:9(fX, ^), 

O ]A ft ~T~ I 

on obtient 

v=4«»»(..^). v = 'i';."%(„î). 

Or on sait que, dans le cas de [ji = i , toutes les fonctions X se réduisent 
à l'unité. Si donc on désigne 9(1, a?) par/'(^), on obtient 

f{x) =^ Aq-H Aj y -h. . .-+- Art ■ -H. . . . 
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On reconnaît ensuite que, si Ton parvient à déterminer/(a7), on con- 
naîtra les coefficients A et par suite aussi les fonctions ç, V et V. 
Nous aurons de même pour la densité a de la couche de la sphère B 

a- BoX'o i- BiX'i -f ... i- B„X'„-+-. . ., 

les coefficients B;, étant constants et X^ étant ce que devient X^, quand 
on y remplace (a par p/, le cosinus de l'angle que fait avec la ligne des 
centres le rayon r' mené du centre de B au point en lequel on prend le 
potentiel. Nous aurons, pour les potentiels de cette couche à l'intérieur 
et k l'extérieur, 

.'a 



En posant 



^ ( 2 /i H I ) ^'* 



u ^, 2^""^" (in ,1)/'» 





nous obtiendrons 



et, pour déterminer les coefficients B^,, il suffira de calculer la fouction 

•o 

^ a/î 4- I 



Le triangle formé par les trois lignes r, r' et c donne 

(a) i'ix -h r'ix'-— c. 

La somme des potentiels des deux couches doit avoir une valeur con- 
stante k l'intérieur de chaque sphère; on a donc 

V -H U'— const. à l'intérieur de A, 
V'-i- U = consl. à l'intérieur de B, 
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OU, en désignant par C et G deux constantes» 

"T(ft5)+7»(l'',p)--C, 

? <". °) - " *(''■• î) = "■ 

Si nous prenons le point attiré sur la ligne des centres, nous aurons 
[L=:i, [i.'=i, l'équation (a) deviendra r-{-r'=c, et en prenant ce 
point sur le prolongement de cette ligne r — r' = c ou r' — r — c, et les 
deux fonctions ç et * se changeront en/ et F, de sorte que nous aurons 
respectivement à l'intérieur de A et de B 

•^ \aj c -— r \c — r ) 

en regardant r et r' comme positifs ou négatifs. 

D'après ce que nous avons dit, si nous calculons/ et F au moyen de 
ces deux équations, nous achèverons facilement la solution du pro- 
blème. 

Si nous faisons 

/• _ r' 



nous aurons 



•^ c — ax \c — axj 

et alors x etj seront compris entre — i et H- 1 . Éliminons la fonction F 

entre ces deux équations; pour cela changeons j en —- — qui est plus 

petit que l'unité; puis combinons les deux équations et, en faisant, 
pour simplifier l'écriture, 

- - - — = k. 
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nous trouverons 



(^) 



j,, . h /c — ax\ C (ih I 

f(x) — / = 

k — cjc ^ \k — ex/ a a c — «.r 



OÙ, comme nous avons déjà dit, x est compris entre — i et -h i . 

23. Si nous considérons d'abord l'équation (i), privée de second 
membre, c'est-h-dire 



(c) 



rt \ ^ .(c — ax\ 



nous trouverons facilement la solution 

\c — {k -k- a) X -\- c X' 

H étant une constante, et cette fonction est une partie de la solution 

de l'équation [b). Mais, pour x — \, la quantité soumise au radical 

^î /^ ç\t 

devient ^c — k — a^ et a une valeur négative; pour 

X = o, elle est au contraire positive : le radical devient donc nul et 
imaginaire entre a? = o et a: = i ; on doit donô faire H = o. 

On doit remarquer qu'on satisferait également à l'équation [c] au 
moyen de la même formule, dans laquelle on prendrait pour H, au lieu 
d'une constante, une fonction de x qui resterait invariable par le clian- 

j];ement de x en 7- Mais on voit aisément que cette nouvelle for- 

^ k — ex ^ 

mule ne saurait non plus convenir et qu'il faut faire H = o. 

Nous allons ensuite résoudre l'équation [b) : i® quand on réduit son 

second membre à -: 2^ quand on le réduit à — — > et nous 

a T a c — ax 

ajouterons ensuite les fonctions ainsi obtenues pour avoir la valeur de 
la fonction cherchée. Or, pour résoudre ces deux problèmes, il suffit 
de résoudre l'équation (6), dans laquelle on remplace le second membre 
par 



-> 



p — qx 

et de faire pour le premier problème p = s, y = o, et pour le second 
II. 8 
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p r.r c, q - a. On multipliera ensuite les deux résultats respectivement 
par - et — — • 

24. Pour résoudre l'équation 

•^ ^ k — cx'^\k—cxj p — qx 

posons 

/( r) ~'%^J:)-^'|,(.r)-+-...-^'|;,(^) -h..., 

et il nous suffira de faire 

Pour satisfaire à la dernière équation, nous poserons 

Pn—lnJO 

Pny ?« étant des constantes; ce qui nous donnera 



et il en résulte 

( Oqn^-x" Cpn — aq n^ 

Dans la première de ces deux formules, changeons /i en /i -+- 1, nous 
aurons 

Knfin entre ces trois formules éliminons q^ et y„+i; nous obtiendrons 

àpn-i-i-- (Ar — a)p«+|-h bpn=o 

OU 

Pn^l — gPn^x + Pn~0, 

en posant 

A* — a c* — à^ — b^ 

b ab 



éT' 
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On satisfera à cette dernière équation, en prenant 



p.^si'* \-ti"\ 



où 5 et / sont indépendants de n et où i, l'sont les racines de l'équation 
du second degré 



/* - - f(i -h I - : O. 



Ensuite on tirera de la première équation [d) 



h - ht . k — ht' ., 
fin ^'"-H tt'\ 



c 



Pour déterminer les deux constantes s et /, on fera n — o dans les 
expressions de/?,,, y„, et l'on aura 

k — bi k — bi' 

s H / — ÛT, 

C V ^ 

onp e\q sont connus. On aura donc 

_ 7c — {k — bi')p — qc -\- {k — bi)p 

et _ 

25. Désignons par/?^, q^ les valeurs de/?«, Çn, quand on y fait/? — c, 
q — aei par/>^, q^^ les valeurs de p^, y„, quand on y f*à\ip= i, y = o, 
et, d'après ces notations, nous aurons 






Pn—qn^ 





Formons les quantités/?^,, q^, p^, q,^. Nous aurons 



' _- ' _ / _ k — bi' k— bi 
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puis, en remarquant les égalités 






(k — bi) {k — bi') ^ A-- kbg -h ^»= cS 

nous trouverons 



b{i'—i) 

. k-bi ,.^ k-bV .. c{i'^-i^) 
^ c c bu — i) 



On obtiendra de même 



ci , ci' .,, ,,„ c(i'«-^»— /«^M 
l\-c, q^ — a, s — —- — , ^=r-— , p,,— si''-hti" = ji -. j 

fç^hi . k — bi' ,^ {a-^bi)i'^^'''-{a-\-bi')i^-^^ 

' c c l—l 

Nous obtenons donc enfin cette formule 

.(^)= <^V ij^i 

-^ ^ ^ a ZLiia-^ bi' — cœ) i'" — ia -^ bi — cx)i" 





on 



_ G^ Y LZll . 

a 2dic—{a~^br)~x]i'^'^^^^^^[c — {a-^bi')xy^^'' 


nous en déduirons F(y) en permutant les lettres a et A, C et G, et nous 
aurons 

F(y)= «ft '—'- 

^-^ ^ b ^ji,b-^ai' — cy)i'''—{b-\-ai'-cy)i'' 



C a V i' — i 



b Zi 



[c- (^-4- ai)y\i"'-^^ — [c — {b-\-ai')y]i"^' 




26. On déterminera les deux constantes C et G par les charges qui 
ont été communiquées aux deux sphères et que nous supposons con- 
nues. D'après la formule qui donne V, [xtzo^Xq est la charge de la 
sphère A ; ainsi A© est la densité moyenne sur cette sphère, et de même 
Bo est la densité moyenne sur la sphère B, et ces deux quantités sont 
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connues. Or A© et B© représentent les valeurs de f[x) et Y[x) pour 
07 = o; il en résulte, pour déterminer C et G, ces deux équations 

'~ a 2j {a ^~bi' ) i"" — {a -r bi) i» ac 2j i'"^' -- ^""-'^ 







^^ "■ 6 2d ( ^ -H «^' ) «"* - ( ^ -+- ai) i" ~ bc 2d *■"* ^» — £«-^» * 



27. D'après ce que nous avons vu (n*' 22), on passe de/(x) à (p({iL, a:), 
en développant /{x) suivant les puissances de x et multipliant les 
termes de ce développement respectivement par les coefficients Xo, 
X,, Xj, ... du développement de 

Orf{x) a été décomposé en parties de la forme pj^/j— » et l'on a 



donc la partie correspondante de (p([i., x) est 

P^Xo + X, JJx-+-X,p^x»4-...) = (P«-2PQ/jLx + Q«x«)"'. 

Posons ensuite 

\)î,„zi_ (a -h ^0/"»^» — (a H- bi')i'''^\ 

il en résultera 
puis nous aurons 

^^ V •^rt — 2 Ain -1 «ii»,| 






I 



2*V)„US>rt/JLvC -H ïlb^A* 



.t 
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Nous en pourrons conclure 



Vrr:47ra9^fX, ^j> V'.-::-- -^— ç^^, ?| 



La densité p, sur la sphère A, a pour valeur 

Or, si Ton fait 

on trouve, pour x = i, 

d]^ , A - C 

(A-B^O* 
et Ton en conclut 

'VI.. " v»„ 






(tf> , \y Jioî— <i!>î 






3 
1 \t 



Les quantités calculées dans ce numéro sont relatives à la sphère A. 
On aura les quantités analogues pour la sphère B en permutant entre 
elles les Jettres a et 6, G et G, (x et [x, dans les formules précédentes. 

28. Nous allons transformer ces expressions. Gomme T est plus grand 
que I et que leur produit est égal à l'unité, posons 



/'=: e?, / = e ?; 



si l'on remarque ensuite que l'on a 



a -+- bi' a -h hi h -\- ai! b -h ai 

— I, =1, 



c c c 
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on peut, en désignant par 10,10' deux quantités positives, poser aussi 



On aura ensuite 



et il en résulte 



a -h bi ^ a -^ bi 

c c 

h -h ai' ^, h -^ ai 



^^^. rt -f- bi' b ~\- ai' ., û 
c c 



ri -i- Yî'r- ;3. 



De ces formules, on conclut encore 

sinhy)— - sinh3, sinhr)' - sinh3, 
c ^ c ^ 

c -. acoshri -h ôcosIiy)'. 

Nous aurons d'ailleurs 

ct^ — 2csinh(/i -H i)|3, Hi^n — 2csinh[(/j -h i)J3— yj], c^,— 2csinh(/i^ -\~ r,). 

Désignons par H et L les potentiels des sphères A et B et rempla- 
çons, par suite, C et G par ,— et y- ; nous aurons 

9ffx,j:)— ^ sinh[3\ [sin-h(/i3 i- yî) — 2fxj?sinh(/i|3 +-ri) si n h /ij3 h- jc* si n- h w^] * 



Lb . . ^y^ ( slnMî(/i 4- 1)3 — 2|jLjrsinh(/i H i);3 sinh[i/i 4-1)3 — t}] ) ' 

" 4:100 ^*" ^ Zé \ H-x'sin-h[(/i -f-i)^— n]) 



et 

H 6 . , oV sinMi(/i3 4- r,) — sin'h/iâ 
p— - -smh(3> - — - "^ ^ 

ATTac ^[sin*h(/i3-+-rî)-2fjLsinh/i3sinh(/i3 4-Yî)-+-sin»h«j3]» 

Lb . ,^V sin*hr(/i4-i)3 — Yîl— sin»h(/i-hi)|3 



Lb . , «V ^' 

^^^^ 4^isin«hr(/i4-i)3-Y, 



jsin»h[(/i-hi)3— Y)]— 2fxsinh(/n-i)3siiih[(/i-hi)3— ri)-4-siuMi(/i4-i)3j* 

Désignons enfin par M et M' les masses d'électricité sur les deux 



64 CHAPITRE II. 

sphères A et B; elles ont pour valeurs ^1:0* A^ et ^■i:b*Bo, et nous 
aurons, entre ces masses et les potentiels, ces deux équations 



M = - 



M 



^ sinh^rny -.- .-^ ^^ - - lV -^ -J 

c ^\ j^ sinh {np -h rt) ^ sinh(/i 4- 1)? I 

'= — sinh^lLy . . , ' , - hV ^-r -"^ -^ I 

c ^l ^ sinh(/ip 4-yî ) ^ sinh(/j -h j);3 I 



29. L'expression de la densité p se simplifie beaucoup pour les points 
de la sphère A. situés sur la ligne des centres des deux sphères et sur 
son prolongement. 

Pour le point situé sur la ligne des centres, (a est égal à i, et l'on 
trouve 

P — 7 smh^> r ' I /— b— ~x —i oii 

^ L\nac '^^ [smll(/^p +- ri) — sinh/ip]* 



Lb . . J^ sinh[(/i -hi)(3 — Y}] i-sinh(/t H- OjS 
47rac * ^^Z^ |sinh(/i4-i);3 — sinh[(/i-+-i);3 — Y)]'' 



ou 



p 



^ sinh(3cosh~| ^ sinh^/i^-i- ^j • sinhU/i-t-i)? — ^ | J 



Pour le point situé sur le prolongement de la ligne des centres, (a est 
égal à - r, et l'on a 



11^ • uoV smh(/ip-f-yî) — sinh/i3 

P=^ 7 smnp > r~ — ir;—o ^ — ^~i — oî 

^ [\'Kac '^^[smh(/ip-h Yî) ^ smh/ip] 



Lb . i^«V sinhf(/i +- 1);3 — tîl — sinh(/i -4-0(3 
47rac ^^ j sinh[(/i 4- 1);3 — y}] 4- sinh(/i -+- 1)? ) 

OU 

„, sinhâsinh-l •. coshf /iS -h - ) • cosh (/i -i-i)3 — 2 J 

"- — - — - "y — ^A~-{-^y — \ — — -'J- • 



Stt oc 

cos'n - 
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Cas oà les sphères se touchent. 

30. Dans le cas où les deux sphères sont en contact, on peut obtenir 
diflerents résultats assez simples; alors les potentiels des deux sphères 
sont égaux. 

Pour traiter ce cas particulier, examinons d'abord ce que devient la 
série 

\[ sinh 3 sinjip "j 

11 = 

lorsque p tend vers zéro. 
Commençons par sommer la série 



(2) 



00 40 



Désignons yj— i par «et la fonction tangamw, qui a pour périodes 2K 
et 4' K', est représentée par cette série double 

1 V V (—1)'* 

langamw^— 77 > > - . - —^ ■■/-/> 

m ~ - » n - -« 

k' étant le complément du module k. Comme on a 

TU V — (— iV't 71 I 

9 






..,.>3 — /it: su 



2£K' \2K7 

il en résulte 



(3) lang am 1/ -^ - -^, 2^ - 

m = - « SI 



. I TTW , ,7rK I 



Faisons, dans cette formule, 



K 
11. 



"^r=?, 
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et remplaçons -^, par u; nous aurons 

m=z- oB al 



;înh M -h (2m -+- 1) - 



Appliquons cette formule h la série (2), puis multiplions-la par sinhfi, 
et nous aurons 

//x V' sinhâ 2KA:' . , ^ 

(4) > -'-r, — — ô ~ ^— sinhpiangam2K(w — I). 



— oe 



Le premier membre peut s'écrire 

Y smhp Y sinh(3 

1 

^V^ _ sinh |3_ _Y sinh(3 

~"^ sin /i ( /i -I- 3 ) 3 ^ sin h ( n 4- I — .j ) ^ 







— Vf-— '— ^— sinh(3 1 Vr ^\n\^^ _ sinh|3 1 

~^Lsinh(/iH-c)i3 sinh(/i-+-i)^J Jj Lsi"h('*-^i — -)3 ~ sinh(AiH i jSj' 



Dans la formule (/j), faisons tendre p vers zéro; à la limite, nous 
aurons 2K = tt, A: = o, ^'= i, et, si nous représentons la limite de la 
série (1) parx(5)» l'équation (4) deviendra 

Or, z étant < i, on a la formule connue 



(a) 



/ 1 — / . /. I — ^ 



et, en comparant cette formule à la précédente, on en conclut 

1 

11 n'y a pas lieu d'ajouter une constante au second membre; car il s'an- 
nule, comme le premier, pour z = \, 
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31. Appliquons ce résultat aux deux sphères électrisées en contact. 
Dans les formules du n® 28, il faut faire H = L, c = a -f- 6, et supposer 
3, Y) et 7)' infiniment petits. On a donc 

TQ— rP, n'—— ,- p, 

a -^ b^ a-\- b^ 

et l'on déduit des deux dernières formules de ce numéro 



^/^ M'-- ,-H / dt, 

„ . _ . ^ \ — t a Y b K \ — L 



Si nous examinons la charge totale oïl des deux sphères, nous aurons, 
en ajoutant ces deux égalités, l'équation 



OÏL = - 



qui détermine le potentiel II. 

11 suffit de calculer une des deux intégrales. En effet, d'après la for- 
mule (a), on a, pour leur différence, 



f 



1 __j« f^__ 

t ""-^^—t ""^* , bn 

dt-r^TZ COt r • 



\ — t a-\- b 

«' 



Si l'on suppose a^h^ la cotangente sera positive, ce qui indique que 
la charge de la plus grande sphère est plus grande que celle de la plus 
petite. 

Si l'on éloigne les deux sphères l'une de l'autre, de manière qu'elles 
ne s'influencent plus, la densité deviendra uniforme sur chacune, et le 
rapport de la densité pour la sphère B à la densité pour la sphère A 
sera 

T^-'T^-Al -^^-V'\l -'-r-~V- 

Pour simplifier l'écriture, posons 

b 

a-\- b 
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nous aurons 



Nous en concluons, pour le rapport des densités. 



b{ 



Mt-^M-C-^"') 



Cherchons ce que devient ce rapport quand la sphère B devient infi- 
niment petite par rapport à la sphère A. Il faut alors dans cette for- 
mule faire tendre a vers zéro ; remplaçons /~* par 



a» 



I — alog/-+- -— (togO* — ---» 

M m A 



et nous obtenons pour la limite du rapport des densités 




'os 7 



j— ^ <^^ — \ —^ ,644936 

Au lieu de ce nombre trouvé par Poisson, Coulomb avait cru recon- 
naître le nombre 2 d'après ses expériences. 

32. Représentons par *' (5) la fonction déjà ainsi désignée aun** 19 
de ce Chapitre. On a la formule 

pourvu que pi et >. soient > — i (roir, par exemple, n"* 37 du Mémoire 

de Gauss : Disquisitiones générale scirca seriem injînitcun n ~ x 

Bd. III). Ainsi Ton a ces formules 



* 



.,fHl^'--='>'--(,^) 
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A la fin du Mémoire cité, Gauss a donné une Table des valeurs de 
^'{z ) quand z est compris entre o et i et Ton ramènera les fonctions W 
précédentes à ce cas au moyen de la formule 



I 



33. Appliquons maintenant les formules du n** 27 au cas où les 
sphères A et B sont en contact. La distance c de leurs centres est alors 
égale à a H- 6 et les deux racines i et «' deviennent égales à i . Suppo- 
sons i' et I infiniment peu différents de l'unité, puis passons à la limite ; 
nous aurons 

-., — : — (/i-hi)c, -., —. = (n-hi)C'—b, -—^. — nc-\-b, 
i' — i . i — i i' — i 

Comme G est égal à C ou L à H, on a 

, , H^ ( V L^ 



s ., 

1 [/i*c*-- 2 ne {ne — b)iix -+- {ne — byx^y ] 



et ensuite 



11^ I - (ne-h b)'—n^e* 



(2) 



3 

[{ne 4 by— ine{ne -h b)ix~h n^c^y 





1 



{ne — by — /i*c* 



1 
i [n^ e* — 2 ne { ne — b)ii -h {ne — byy 



On peut de ces deux séries ne faire qu'une seule et l'on aura 



H H ^- V' ( 2ne -h b 2ne — b ) 

p=7 ^1 — > — - — ^ - — i'; 

i^na ^^«;^||-^i^2/ic(/jc ^-.^)ii-p)]» [b^ -^ 2ne{ne^ b){i — ii.)y ] 

la série sera très convergente pourvu que \l ne soit pas égal à i ou très 
voisin de i . D'ailleurs \l = i correspond au point de contact des deux 
sphères et p y est évidemment nul. 






■i ' 



f ^ •,. 



/- 



II 



\ 



r ,- 



^/ . : 



Om ^M.t ; 



j /-"• 



*'U pO-'iTlt 



1 



II 



F c 



V 



', 



fjisfrihiul.on (b- l'rlr. tn.'-'t": >ur ■1\'av sj/L- r:< r.u;- < pir iirt /i: :'>rtlirh:ur. 



o«. L'H-'j'i»' !♦•- d»'ii\ >i'!irrr-- >"iît i' 'iiii»'^ {-'r 11:1 îii imm iMrt»/iir. 



(lu W' '1>^ (J»;vit:[ili«;rit 



♦*> 



M 



>fh 



lî^ifil.: 



c 



M 



nh 



W -'.Il II : 



A. 



. -;ii 11 n S 



\ 



V 



^ ■ ' 



fi. - 1 



- :J; /' 



1 :, 



[)»--i,i.'Mon> \).iv .ITv la >MM]iiiH (l^*^ cliaJi^t'S «les Jeux splirrer^: tMi ajou 
lant r:e^ d^-ux éijii;iiioiis, nous ani'Uis 



Te 



n 



h 



If ..in h S V 



i_ 



-iii I 



1 // 



/. 



> i ! 1 1 1 /< V - r, 



>nili 



-^ -1 



Sijppo-ons qu'on ait déterminé par rexpérience la ijuantité èTt , 
on <*n ronelura II par cetti' dernière é(|uation. Les ternies de cette 
sérif; déeioissent tri'S ra|)idenn'nt. 
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Nous pourrons ensuite calculer M par la première équation. En 
réunissant en une seule les deux séries qui s'y trouvent, nous aurons 



M 



c ^^l sinlu/i^-HYî) sinh (/i -h ï)(3j 



35. On peut exprimer la différence des charges des deux sphères au 
moyen d'une fonction elliptique. En effet, on a 



M 



M'^^Hsinhi3l2^gj^^Y(7i3-^Yî)~"Zsiuhuip 



En se rappelant que p est égal à -n -h tt)', on peut mettre la première 
somme sous cette forme 






sinh[5-_^-^(2,i-M)§] 



et l'on obtient successivement pour la seconde somme, prise avec le 
signe — qui la précède, 

smh h (~2/i -i) - 1 sinh h (— 2/1 -h i) - 

— « 



^ • u [-n --n' , ,(31 



En ajoutant ces deux sommes, on obtient 



■0 



r^ sin 



inh[!L^'-M— ^0,^] 



Or nous avons vu (n^'SO) qu'en posant 
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on a 



nous aurons, par conséquent, 

M — M — — jisinlip — ô— langani ^ 

Pour calculer la quantité K et le module i, on emploiera les formules 
connues 

1/- =:I-+-2^-î-2^* -1-2 çr' 4-2 çr»« +-..., 



/2 A-' k 



2^ -h 27*— 2^* -h 2 Çr'* — . . .. 



36. Occupons-nous ensuite de l'expression de la densité de l'électri- 
cité sur les deux sphères. Comme elles sont réunies par un fil conduc- 
teur, ce fil et ces deux sphères peuvent être regardés comme ne for- 
mant qu'un seul corps conducteur et par conséquent l'électricité n'a 
qu'un seul signe sur les surfaces des deux sphères. 

La seconde somme de l'expression de p, trouvée au n*^ 28, peut s'écrire 
en changeant n-\- 1 en /i et sommant à partir de /i = i, au lieu de 
sommer à partir de n = o, 



1 



sin' h ( /z |3 — Y) ) — sin' h{n^) 



3' 



/TTi [sin»h(/ij3--Y)) — 2|xsinh(/ï3 — yî) sinh(/i|3) h- sin*h(/ï3)]* 

et, si Ton change /i en — /i, 



1 



sin*h(/ï(3 +- Y)) — sin*hf /i^) 



n^i [sîn*h(nj3-hYî) — 2|x sinh(/ij3 -hYî)sinh(/ij3) -h sin»h(/i{3)]* 

Les termes de la seconde somme sont alors exactement de même forme 
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que ceux de la première, et Ton a 

H^ . .o V siiiMi(/i?H-rO — siiiMi(/i?) . 






„~,[sin*h(/i;34-Y))— 2|xsinh(ni3H-Y))sinh(w?) T-sin'h(/i;3)]^ 
Considérons la fonction 

sin'h(/i3 -+-y) -4- j) — siu-h(/i3 4-5) 



p. y sin«h (/t? -+- Y) -4- j) — sni'h(/t3 

tH [sinMi(/i^ -^-n-h z) — 2|jLsiiih(/e(3 -h m 4- 2) sinh(/i 



1' 



. c'est une fonction doublement périodique de 3, dont les deux périodes 
sont fi et t:/, et nous avons 

La fonction F(c) peut ensuite être ramenée à une fonction plus simple; 
on a, en effet, 

x:.. sinliT} d\{z) 

\k — cos 11 dz 

en posant 

A(.) ^y ! ^- 

ri [sin*h(/i^ -\-f\-\- z) — 2fjLsinli(/i^-+- y} h- 5) sinh(/t23 -+- -) h- sinMi(/i^ -^-^)]* 

A(:;) a aussi les deux périodes % et -i, et tous ses termes sont positifs 
quand on ne donne à z que des valeurs réelles. 

Examen de la fonction A(5). 

37. Cherchons les zéros et les infinis de la fonction doublement pé- 
riodique A(s). 

Pour déterminer les zéros de A(3), groupons deux à deux tous ces 
termes de la manière suivante : 

[sin*h(/i(3-hYîH-^) — 2|xsinh(/i3-i-rî-+-5)sinh(/iP-h5) -h si n' h (/i^ 4- 5)] * 

et 

sin-h[(— 71 — i)(3 4-Y)4- ô] — a|xsinh[(— n — i)(3-h t) -h 5]sinh[(— /i — 1)(3 -+--s] \ " 

4- siu*h[(— n — 1){3 H- 5] 
II. 10 
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Concevons qu'on mette en facteur sin"*h(/ifi -hr, 4- 5) dans la pre- 
mière expression et sin~*h[(/i -+- i)p — r, — 5] dans la seconde. On 
peut rendre ces deux expressions égales et de signe contraire en posant 

sinh(/ij3-i-TQ -h 5) =z — sinh[(/* -h i)^ — ^]> 
sinh(n{3 -h 5) =11 — sinh[(/t -h i)^ — yî — :?], 

et il en résulte 
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'A 'A 

I 

S étant un nombre entier; cette formule donne les zéros de la fonc- 
tion A(5). 

Pour obtenir les infinis de A(:;), posons 

et égalons à zéro le dénominateur du terme général de A(:;), nous aurons 
[sinh(ei -h yî) — e^'sinhi/] [sinh(i/ -f- n) — c-®'sinhtt] = 0, 

et Ton en conclut les deux infinis, que nous appellerons a et a\ 

ce sont les seuls infinis, si l'on supprime les multiples de la période ^. 
On peut transformer ainsi l'expression de a 

f\ .. I — coshy)COs9 — isinhY)sin9 
« = H i log r z 

2 * " COShYÎ — C0S& 

D'après cela, posons 

sinhY)sin9 i— coshYîCOS^ 

smy — r z y cos y — r ^ , 

' coshY] — cosy ' coshY) — cos(? 

la valeur du logarithme se réduira à —yi en négligeant des multiples 
de Tzif et nous aurons 



nous aurons de même 



— •n — yi 



, — y)-hyt 

a =: — 
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L*angle 6 peut être supposé compris entre o etr; donc y est aussi 

un angle qu'on peut supposer compris entre les mêmes limites. Ainsi 

les deux infinis a et a' sont renfermés dans un même parallélogramme 

des périodes. Il est aisé de voir que ces deux infinis sont de Tordre ^. 

En effet le terme de A{z) qui est rendu infini par z- — aoii z — «'est 

l'expression 

_i 
[sin*h {ri -h z) — ss^sinh (m -h z) sînh^ -h sin*hw] ' 

_i _ ï 

— [sinh(TQ 4- 5) — e^'sinh-3] ' [sinh(TQ -h -3) — e^' sinhs] ', 

qui contient les facteurs (5 — a) * et {s — a') =*. 

Ainsi, dans le parallélogramme des périodes, il y a un zéro dont 

l'ordre est i et dont la valeur est — et il existe deux infinis, a et a', 

dont l'ordre est ^. 

Du point a au point <xf tirons une coupure en ligne droite dans le 
plan de la variable :; et pratiquons une coupure semblable dans tous 
les rectangles des périodes entre les deux points corespondant à a et à a'. 
La variable z, ne pouvant plus franchir ces coupures, ne pourra tourner 
autour du point a, par exemple, sans tourner autour du point cl\ et la 
fonction A (2) ne changera pas de valeur quand la variable z sera reve- 
nue au même point; donc la fonction A{z) est devenue monodrome. 

On a une fonction qui jouit des mêmes propriétés en prenant 




^■""'t(=-"')--5w' 



A*am —^— 

P 

mais il ne faut pas en conclure qu'elle ne diffère de la précédente que 
par un facteur constant. On pourra prouver que ces deux fonctions 
sont distinctes, en considérant le cas particulier de ;jt. = — f . 

38. Dans le cas particulier de (jl ~ 1 , on a 

A(^)^V ' - — '— N" . 
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la fonction est alors monodrome, et A {z) est égal à l'expression pré- 
cédente à un facteur constant près, c'est-à-dire à 






qu'on obtient en faisant 7 = ti. Au reste, on a 



y ^ =y L__ 



sinhi 3 1 h z] 

\ 9. ^ ri r^ / 



et, d'après une formule employée (n® 30), 






îïKA-' 



Ainsi Ton a 



Aam-^(^c---) 



\(z)-- — __Aam-ô- -+- 
psmh- ^ ^ 



on a ensuite 

d\{z) 9.KH'*' I 2K/ y)\ 9.K/ yi\ 

.-P^=--— — — s,nam^-(^.H--jcosam-p-(^.-h-^ 

9, 

Faisant :; = o et substituant dans l'expression de p (n® 36 ), nous au- 
rons, pour la densité au point de la sphère A situé sur la ligne des 
centres, 

nt. 1^,,, cosh- sinhS -, ^ 

p — ^51 smam -0- cosam-s-- 

^ 9Tac 3* . .. m 3 S 

9 

Cette dernière formule et celle du n** 35 sont données dans la Teo- 
rica délie forze newtoniane de M. Bolti. 
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Stir r attraction ou la répulsion entre deuv sphères éiect risées. 

39. L'énergie du système des deux sphères est, d'après les nota- 
tions du n® 22, 

W=i|'(V4-U')p^cr-f-{ r(V'4-U)p'^cr', 

p et p' étant des densités sur les deux sphères et rfç, rfr' les éléments de 
leurs surfaces; on a, par suite, 

W -^(HM + LM). 

L'électricité étant répartie d'une manière symétrique autour de la 
ligne des centres, la force ^, qui s'exerce entre les deux sphères, est 
dirigée suivant la ligne des centres, et elle a pour valeur 

^ - - — ^ - - (^ M — -h M ' — V 

(te ~ ^\ de de ) 

Nous avons trouvé (n°28) les deux équations 



M 



c I ^ Slllh(/ip -i- Yî) ^ siiih(w H- i)p I 

) M- ^* Fl y _,^"-^^ , - hV -^^V^l . 

[ ^ I ^ smh(/jp 4- Ti') ^ smn(/i 4- i)p I 

Pour calculer ê^ il faut tirer -r- et -r^ de ces deux équations oii M 



de de 

et M' sont constants. Or on a (n'^24) 



/' — ^r M rr O, 

on en conclut 



'î — rrr .i— i — o " — 



rrz r H I =:: 2 COSh?, -^r, - -?. "/ 



f/r ÎJC l' C/ 



,7 



fr _ f . f^ « ' -^ i-ii«k 11 1 ■ - ^>^ — ■ " z -^•^— ^ — — ^^ , 



/ff ah 'X /' — /,' ab sin h ^ 

et, puisque *' — e?. 



é/? _ r 



de r/6sin]i3 



Cl > 



I 
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ensuite des équations 

a 4- bi' ^, b-h ai' 

c c 

on tire 

dn __ acosh^-h b dn' 6cosh(3-f- a 

de acsinhj3 de 6csiuh(3 

D'après cela, en posant 

I c 

sinhô H — j cothô =/?, 

c ^ ab ^ Jry 

nous déduirons de la difTérentiation des équations (a) les deux sui 
vantes : 



é/Hy sinhp ^y sinhp 

""" ^c ^ sinh(/i(3 4-tq) ^c ^ sinh(/i h- i)j3 



^ ^ r Y ' Y sinh(3cosh ( /i(3 + Yi) / d^ 

L 

_ - r Y » c_ Y (A±Jl^?ll^(!L~^ilêl 

K^ siiiJi(/i -M);â ahZà siiiMûTr-hT)^ 

_ ^ Y sinh p ^ Y sinh{3 

~" de 2u sinh(/i(S -h m') de Zu sinh(/i 4- 1)|3 



é/|3 , dti 
de 







r Y L _V S'"hi3cosh (/i(3-4-YiO ( ^ 1^'\1 

„ r Y 1 ç_ Y .(ZL±i^_^.?i!L('L"^_Ll?l 

Des quatre quantités M, M', H, L, supposons-en deux connues, les 
deux autres seront données par les équations (a), et l'on conclura 

ensuite ^ et -r- d'après ces deux dernières équations. 

Les séries précédentes seront très convergentes toutes les fois que 
les sphères ne seront pas très rapprochées, et elles deviendront diver- 
gentes lorsque les sphères seront en contact. 
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Nous allons examiner le cas de sphères en contact dans deux cas par- 
ticuliers. 

40. Répulsion entre deux sphères en contact et reliées par un fil conduc- 
teur. — Quand deux sphères, séparées par une distance quelconque, 
sont reliées par un fil conducteur, on a cette équation (n°35) 

M - M' _ H ^ , , sin h 3 K(V-r.) 

et non seulement on a L — H, mais on a encore -7-^-7-, --^ — — -j-- 

de de de de 

Différentions cette équation, et nous aurons 

—iti'-ri -y- = —j o - tangam ——5 -^ tangam z^ 

abhLk' de de ^ ^ (3 e ^ ^ (3 

„3cosh(3 — sinh3 d3 ^ K(y)' — yj) 
4- H ^ ^p, ^ /- tangam ^ 

. ,r^ ûam ô , . 

-. sinh^ p d n' — n 

^ , K{n'-fi)^dc (3 
^ cos'am ^ ^ 

Il faudrait encore ajouter des termes provenant de la différentiation 
de K et A'; mais ils sont nuls pour p = o, c'est-à-dire quand les deux 
sphères sont en contact. 

En supposant p infiniment petit, K devient égal à -> et Téquation [h) 

se réduit à 

, , -ic T.(a — b)dS\ rfH H Hc Htt rfV-ti 



{b) 



abi: ic de de c àab . 7r(Ti' — ri) de ô 

sm — p— 

On a ensuite 

^'^ de (3 ~~\dc dcjÇ^ p« de' 

dW _dv_ a^—b * 
^ de de a^csiiih(3' 

sinhY)'— sinhrî = sinhf3. 
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Transformons cette dernière formule, en supposant p, r,, r! infini- 
ment petits, nous aurons 

smh — ^ — — — ; — sinh-> 
Substituons les expressions (2) et (3) dans (i), et nous obtiendrons 



f^*' 



d n —n a — b ( , (dt^ 

-, r — ~ -/— 7= — .~r-F [ a -h b - ' c ;t-^ 

de p abc fi smh fi \ Oc* 

br/^ ab'fi^\ 2{a--b) 



a — b / rtrj' 
abcp siiilijj \ '2 



'2 6c I 3c* 



Substituons dans l'équation (c), et nous aurons 




a^ — ab -\- b^ irAa — b) 

4- 



ic T.{a -- b) (IM d\l „| Zabc .. , . T,{a — b) 



cot -^-^^ —r- — — - — H I 3c' sin 



abz '2c de de | c 



formule qui exprime la variation de la quantité M d'électricité sur la 
sphère A, pour un écartement infiniment petit des deux sphères. 

Si nous désignons par dIL la somme des deux masses d'électricité 
situées sur les deux sphères, nous aurons, pour la répulsion entre ces 
deux corps, 

* de 

41. Calculons la quantité -p qui entre dans ces deux formules. 
Si nous posons 

• T-^yr sinhf3 sinh^ 1 

^ |^siuli(/2 -h^)^ siIlh(/^ -hi)(3j' 


rp,_y r sinh;3 sinh(3 1 
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et, si nous faisons - — 5» Téquation qui donne OK, (n° 34) deviendra 

on - -''-II(T ï ». 

c 

DilVérentions cette équation par rapport à r, D\l restera constant, et 
nous aurons 

i ^"^ 7j'(T4 ï )- ^II(T^T') 

Calculons les différentes quantités qui entrent dans cette équation, 
lorsque ^ atteint la limite zéro. Nous avons d'abord 

limT-.yf-! '-) 

u 

et, en changeant 5 en i — z, 

HmT \V(o)~-n\--z). 
Nous en concluons 

,/T ^1173- 1) ri I I 1 

az dz L^* (i-i-5)* (a -h 5)' j 

" dz~ dz "' '- ( I _ 3)» "'^ (^ - c)« '^ "(3 — c )' '^ • • • • 

Nous obtenons ensuite 

,. î dT I <^/T' , „,, 



3 



t I 



et, par suile, 

,. (dT dT\d} r ^,_ _ 

\dZi dÇi J de \ah 
11. Il 
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Nous avons trouvé, dans le numéro précédent, 

d r* — Y) *i(a — b) 



et nous avons aussi 



il en résulte 



f/c ^ 3 c* 



d r/-i-r, 
ne ^ 



dz d Ti a — b 

dc~ dc^ ~~3c^ 



j 



Remplaçons, dans l'équation (rf), les expressions qui y entrent par 
leurs valeurs calculées et, auparavant, posons 

c 

nous aurons 

dH _^\ o'-ah-^-b' iVdn'iz -i) dn(~z)la — b) 



H 



l'L dT ~^ dz \ 'J? 



de i iahc l'L ^^^ ^- J ^<^^ ) 

Ayant ainsi calculé -,-> on peut donc déterminer la répulsion ^f et 
la quantité -rr- 

42. Repulsion entre deux sphères égales en contact. — Si deux sphères 
égales sont en contact, non seulement leurs potentiels sont égaux, mais 
les variations de ces potentiels provenant de leur écartement sont 
égales. Elles sont ainsi dans les mêmes conditions que si elles étaient 
reliées par un fil conducteur. Nous pouvons donc appliquer les for- 
mules précédentes, et nous aurons 

de ~ (>a 

D'après une formule trouvée pour les sphères en contact, on a 



' * 
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et, par suite, 

H» 

rT=: -5- Jog2 =-- H*0,Il5524, 


pour exprimer la répulsion des deux sphères, quand leur potentiel H 
est donné. 



DE LA TRANSFORMATION PAR RATONS VECTEURS RÉCIPROQUES POUR RÉSOUDRE 
CERTAINS PROBLÊMES DE PHYSIQUE MATHÉMATIQUE. 

43. Au moyen de la transformation par rayons vecteurs réciproques 
on peut de la solution de problèmes de Physique mathématique pas- 
ser à la solution d'autres problèmes plus difficiles que les premiers à 
traiter directement. C'est William Thomson qui a eu Tidée d'employer 
cette transformation. 

Soit une figure quelconque dont les points sont représentés en gé- 
néral par M et soitO un point fixe ; menons OM et sur cette droite pre- 
nons un point [/. tel qu'on ait 

Le point [l est dit Timage de M et le lieu des points [j. est dit l'image 
de la figure formée par les points M. 

Soient j:,r, 5 les coordonnées rectangulaires du point M et;, r,î^ 
celles du point [x; l'origine étant supposée en 0, on aura 

X y' z' 



De ces équations on déduit 



(') 


H'.r 




^ x« -t- >•• -^ 


-t' 


et inversement 




(3) 




-rx' 



\Vy . |{«j 



V — :_ . y 



j:* -r- /* -+- -5* x*-hJ*-+-5 



-s 



y-~t 



Wn K 



tr 



> 



;• + T,' -r- ï« ç* -+- rr -r Ç' 
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Si l'on considère dans les équations (i) x^ v, z comme seuls va- 
riables et Ç,r,, ^ comme trois paramètres, ces trois équations sont celles 
de trois sphères qui passentpar l'origine et qui sont orthogonales entre 
elles. En effet, on vérifie facilement que l'on a 

cii ihi d^ df] d^ dti 

dx d.i' df df dz dz ' 

$, y., ^ représentant les fonctions qui forment les seconds membres des 
équations (i); cette équation prouve que les deux premières sphères 
sont rectangulaires entre elles et l'on voit de même que ces deux 
sphères sont orthogonales sur la troisième. Ces trois surfaces se 
coupent en un point autre que l'origine, dont les coordonnées sont 
fournies par les équations (2). 

Soient (;r, y, z) et (.r', y, z') deux points de la première figure et 
soient (;, vj, C)» (;', fi^ C) les images de ces deux points. On reconnaît 
facilement que l'on a 

Désignons par /la distance entre les deux premiers points et par), 
la distance entre leurs images (la droite >. n'est pas l'image de /); enfin 
représentons par r et /^ les distances des deux points (,r, r, z) et 
[x\ y\ 5') à l'origine. Alors la dernière équation prendra cette forme 
très simple 

rr 

44. On voit immédiatement par les formules (2j qu'un plan est 
changé par la transformation en une sphère et par l'équation (3) qu'une 
sphère se change en une autre sphère. Donc une droite qui est l'inter- 
section de deux plans se change en l'intersection de deux sphères, 
c'est-à-dire en un cercle, et de même un cercle aura pour image un 
autre cercle. 

Tout plan qui passe par l'origine reste par la transformation un plan 
et sa position reste la même. Tout autre plan est changé en une sphère 
qui passe par l'origine 0, et la droite qui joint le point au centre de 
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la sphère est perpendiculaire au plan. Réciproquement toute sphère 
passant par l'origine se change en un plan. 

Sur une courhe 5 prenons deux points infiniment voisins m et m', 
distants de ds\ désignons par dfs l'image de ds terminée en deux points 
;x et ;/. Nous aurons, d'après la formule {!\), 



O) ch -K»-, 



ds 



/ 



r étant la distance de Télément ^a l'origine. Menons une courber' qui 
coupe la première au point m; prenons sur s' un point m" infiniment 
voisin et joignons m' m". Alors ds^ ds\ ds'' étant les trois côtés du 
triangle mni'm'\ et r/ç, da^ de" leurs images, on aura 



th' K«''!\ ch" n^'X' 



f.t ,. 



Donc le triangle mm'ni" est semblable à son image. Par suite, les angles 
formés par les lignes ne subissent pas de changement de grandeur par 
la transformation. 

Il en résulte aussi que les angles formés par les surfaces restent inva- 
riables. Eu eiïet, étant donné un angle dièdre, considérons l'angle 
trièdre formé par l'arête du dièdre et les deux côtés de son angle recti- 
ligne. Les trois faces de ce trièdre ne changeront pas par la transfor- 
mation; donc le dièdre sera égal à son image. 

Traçons sur une surface quelconque S ses deux séries de lignes de 
courbure; puis, en tous les points de ces lignes, menons les normales 
à la surface, nous obtiendrons ainsi deux séries de surfaces dévelop- 
pables, orthogonales entre elles et orthogonales sur la surface S. Parla 
transformation, ces surfaces resteront orthogonales entre elles; donc, 
d'après le théorème de Dupin, les deux séries de surfaces transformées 
traceront sur la transformée de S ses lignes de courbure. Ainsi les 
lignes de courbure d'une surface donnent, par la transformation, des 
lignes de courbure de la surface transformée. 

45. Les trois systèmes de surfaces (i) se coupant orthogonalement, 
on peut regarder ^, y;, ^ comme les coordonnées curvilignes du point 
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(a?, j, 5). Cela posé, transformons l'expression 



AV=: 



rf*V d}\ d^V 



dx* dy* dz 



en les coordonnées E, r,, ^. 

En général, si l'on désigne par p, p,, pa des coordonnées curvilignes 
et si Ton a 



» * , . , ^ r/o* do^. do% 



il en résulte (I*^ Partie, Chap. IV, n«21) 



A\ _ ////,//, y^^^ (^/^^/- ^^^^ j -h -^^-^ (^^^^*^^ ^^- j ^ -^^^ ^^J^^ ^^ JJ; 



or, en posant 



</--V;*-^ri*-i-C-, 



on a, d'après la formule (5), 



ou 



ds ^=r. ~-d(J 

7' 



IV 



dx^-^dy^-^dz^— ll.(rf^s4-rf^i_|.rfÇî). 



Il faut donc faire h ~ h^z= h., — ~> et nous obtenons 






AV = ^ 



<'-^^) 



c/tq 



-i- 



d; J 



OU encore 






</«(</-'V) rf»(7-»V) 



rfrj' 



-IV) -1 
Ç' J 



en ayant égard à l'équation 



rf'(7-«) , (Piq-*) , rf'(7-') _ 



rfî» 



rfr,' 



^' 



o. 
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46. Supposons ensuite qu'on ait résolu le problème suivant : 

Trouver V équilibre de température d'un corps homogène compris entre 
deuv surfaces déterminées S et ^\ entretenues à des températures T et V 
7'ariables d'un point à un autre. 

Si V est la température du corps, cotte fonction de x, y, z satisfera 

à Téquation 

AV - o entre les surfaros S oi S', 

et aux équations 

V r T(.r, V, z). V --: T'(.r, V, z) sur S et S'. 

Désignons par 1 et 2' les surfaces transformées de S et S\ et posons 

V, = V — • La fonction V, étant exprimée en Ç, to, K satisfera à Téqua- 

tion 

d^\\ d}\, d}\^ 

: -A : -i- — o 

fi':} dr} ' ^* 

entre 2 et 1\ et l'on aura 

-, Rt,/R* R* R*\ ^ 

R^VR« R^ R«X ^^^^, 

On déterminera donc un équilibre de température d'un corps com- 
pris entre 2 et 2'. 

47. Désignons par U la valeur donnée du potentiel d'une couche 
distribuée sur une surface <7, valeur qui varie d'un point à un autre de 
la surface. Admettons qu'on ait déterminé la densité p de la couche. 

Désignons par / la distance de l'élément de de la surface au point 
(o:, j, z) de cette surface; nous aurons 



p-. 



'pdi _ 



U. 



Soit X la distance de l'élément r/cu« image de d(s^ au point (^, y), ^), 
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image de (r, r, z); nous aurons 

en désignant par / et /' les distances de l'origine à dot et au point 
{l,r,,^). D'après cela, l'équation (G) peut s'écrire 



7 >"T^^^7 



Donc, de la solution du premier problème, on déduit celle du sui- 
vant : 

Trouver la distribution de la matière sur la surface co, pour que le poten- 
tiel en chaque point de cette sur/ace soit égal à U y, • 

La densité de la couche aura, en effet, pour valeur p-r^- 



Détermination de la distribution de l'électricité sur un conducteur 
en forme de disque plan ou de coquille sphérique, 

48. Supposons d'abord un ellipsoïde conducteur électrisé et éloigné 
de toute influence. Nous savons que, si Ton regarde la couche élec- 
trique comme homogène, elle sera comprise entre deux ellipsoïdes 
homothétiques. Soit 

./•' r» z^ 
\- - — -f- - - i^ I 

l'équation de la surface du conducteur. Désignons par p la densité de 
la couche, par M sa masse totale, par P la perpendiculaire abaissée du 
centre sur le. plan tangent au point [x,y,z) et par i une constante, 
nous aurons (I*^* Partie, Chap. V, n"4) 

l> 

-- — €(/a, M ~ 4 T. Oc scia 
' a 

et, par suite, 

' i\T,ahc 
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Nous avons d'ailleurs 

1> ' 



V «* '^ 0' ~^ c' 



et le potentiel intérieur a pour valeur (même Chapitre, n° 10) 

du 



V^ " 






a- J \ a* 

Si nous supposons c infiniment petit, nous aurons 

c= c ^* /" _ ?' _ •f\ * 






Si Tellipsoïde se réduit à un disque circulaire, nous aurons 6 == a et, 
en désignant par r la distance d'un point de ce disque au centre, 

M ^, Mtt 

ù— z:^_ ^ V 1= 

49. Nous allons montrer comment Thomson a appliqué la transfor- 
mation par rayons vecteurs réciproques à la détermination de la distri- 
bution de l'électricité sur une coquille sphérique, en conservant à 
cette recherche la forme même qu'il lui a donnée. 

Avant d'appliquer cette transformation au problème du disque cir- 
culaire, accentuons-en les lettres, afin d'avoir des lettres non accentuées 
pour le problème que nous allons résoudre. Nous aurons 

Soit P' le point considéré du disque et par ce point menons une corde 
([uelconque dans la circonférence du disque, elle sera partagée par ce 
point en deux parties/et/', et l'on aura 

Formons l'image du disque plan S' et de sa charge par rapport à un 
II. 12 
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point [fig. 3). L'image du plan de ce disque est une sphère qui 
passe parle point 0, l'image du contour sera représentée par un autre 
cercle, appartenant à cette sphère. Joignons le point au point P'; puis, 
par la droite P'O et le pôle C du segment sphérique, faisons passer un 



Fig. 3. 



U ^ 



P' 



E' 



'-^vlî.— -. 




plan; il coupera la sphère suivant un cercle ODPE et le disque plan 
suivant la droite D'E'; nous aurons donc 



a'* — r'*=:D'P'xP'E' 



et 

(a) 



P- 



2 7rVi> P X P'ïi' 



D'après ce que nous avons vu (n° 47), la densité au point P sur 
chaque face aura pour valeur 



et le potentiel sera 



P ^ --5 P 

OP 



- OP • 



La valeur de V est constante sur le disque plan S'; prenons 
M =: RV, et nous aurons 

> - OP -" ^- 

Ainsi nous voyons qu'au point P le potentiel Vet celui d'une masse 
— M placée en ont une somme nulle; donc la coquille sphérique 
DPE peut être considérée comme un conducteur mis en communica- 
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lion avec la Terre par un fil infiniment mince et induit par une quan- 
tité — M d'électricité placée en 0. 

De {a) et (6) on déduit, en remplaçant V par ^> 

J_ 1^1 __ M 

Or on a 

donc 

( A ) D' F X F E' = _-"^ X ?!! ^ f.p , 

et il en résulte 



I M_ /()! ) X ÔK 

Ensuite, de la formule 

sin(a — P) sin(a -+- p) =sin*a — sin'(3, 

on conclut, en faisant 2ol = arcCD, 2^ = arcCP, 



(B) PDxPE3z:CD -CP , 

et, en faisant 2a = arcCEO, 2P = arcCD, 



■î — î 



DO X OE = CO — CI) 

Désignons par a la corde menée du pôle G au bord du disque, et nous 
aurons 



P==i 



i_ /c o' — g- M_ 

^'V «'-cp' ÔP" 



Telle est la densité sur les deux faces d'une coquille sphérique con- 
ductrice S, mise en communication avec la Terre par un fil et induite 
par une quantité — M placée au point de la surface sphérique qui, 
réunie à S, complète la sphère. 

Remarque. — Faisons tourner le plan de la figure autour de OP et 
désignons par ^ et e les points où le plan rencontre le bord du segment. 
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On pourra encore appliquer l'équation (A), et le premier membre ne 
changera pas de valeur. En égalant les seconds membres, on a 

DP xPK dP X P e 
OÙxOE^ i)dxO~e' 

Si est le second pôle du segment, on a 

et il en résulte 

DPxPEr-^efPxPe. 

50. Cherchons ensuite la distribution de Télectricité sur la même 
coquille sphérique S supposée isolée et maintenue au potentiel con- 
stant V. 

Imaginons une surface qui entoure complètement ce conducteur et 
concevons que Ton puisse y fixer de Télectricité au potentiel con- 
stant — V. Le potentiel de cette électricité sera — V dans tous les points 
intérieurs à celte surface. Si donc on suppose que la coquille sphé- 
rique soit en communication avec la Terre et soit induite par cette élec- 
tricité, ses deux surfaces étant au potentiel zéro seront recouvertes 
d'une couche d'électricité dont le potentiel aura la valeur constante V, 
c'est-à-dire qu'elle se recouvrira d'électricité, comme si elle était isolée 
et éloignée de toute influence. 

Prenons pour la surface enveloppante une sphère de même centre I 
que celle qui appartient à S et dont le rayon n'excède celui de S que 
d'une quantité infiniment petite. 

Partageons la surface de la sphère en deux parties : l'une A qui est 
infiniment près de S et la partie restante B. La partie A étant couverte 

d'une couche dont la densité est — -, — y pétant le rayon de la sphère, 
induira évidemment sur la surface extérieure de la coquille S une 
couche dont la densité sera uniforme et égale à j — -- Quant à la par- 
tie B, elle induira de la même manière les deux cotés de la coquille. 
Calculons cette électricité induite. 

Soit (h un élément infiniment petit situé en G sur la surface B 

i^g. 4); I21 quantité d'électricité qui s'y trouve est — , -• 



PROBLÈMES PARTICULIERS d'ÉLECTROSTATIQUE. ()i 

Or on déterminera la densité de l'électricité induite au point P de la 
coquille par cet élément de masse électrique, au moyen de la formule 




du numéro précédent où l'on fera 






et l'on aura, pour cette densité, 



8 






Il s'agit d'intégrer cette expression pour toute la surface B. 
Posons 

CIHir^a, CIP = Yi, CIGr^S, 

et soit (p l'angle du méridien de G avec celui de P; nous aurons 

Cri'= a«". 2^'«(i- cosa), CP'— 2^'(i — cosr)), Cg'-- 2^«(i — cos()), 

PG -- 2g'{i — cosri cosO — sirnn sin9cos<p), 
d<j^= g^sinôdOd<^. 

Donc, en désignant par p la densité de l'électricité induite sur la 
surface intérieure de la coquille, on a 



iGtu'^V^cos 



On a d'abord 



— - / dOslnOJcosa — cos^ / - - r. . . 

5YÎ — cosaJa ^0 ï — cosTOCosô — smrîsi 



sin6'cos9 



r'"" d^ 2r 

J^ 1 -- cosr) cosO— sinrî sinOcosç ~~ cosYi — coaO 
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et, par suite, 

oTr'^VCOsr) — cosac/o cosm — cos9 

On trouve ensuite facilement la formule 

ou g est le rayon de la coquille, a la corde CH et r la distance du point 
P au pôle C. 

C'est la densité à l'intérieur de la coquille. On aura la densité élec- 
trique à la surface extérieure en ajoutant j — à cette expression. 

Par des applications numériques, on reconnaît facilement que la 
densité à l'intérieur de la coquille devient excessivement faible quand 
ses surfaces différent peu de la sphère entière, en sorte que l'angle 
HIC est un petit angle, comme par exemple 20®. 

51. Maintenant, en prenant l'image de la solution du problème 
précédent, nous pourrons déterminer l'électrisation d'une coquille 
sphérique mise en communication avec la terre et induite par une 
quantité — M d'électricité placée dans le voisinage. C'est, par consé- 
quent, le problème du n° 49, mais où le point inducteur n'est plus 
astreint à se trouver sur la surface de la sphère à laquelle appartient 
la coquille. 

Soit donc une coquille sphérique électrisée HTK' {Jig. 5) et non 
influencée. Par rapport à un point 0, prenons l'image de ce conduc- 
teur et de l'électricité qui le recouvre. Le segment HTK' ou S' a pour 
image le segment sphérique HPK que j'appellerai S. 

Soient n' le pôle du premier segment situé en dehors de sa surface 
et n son image. 

Menons le plan qui passe par les points 0, n' et par le point P où 
l'on veut déterminer la densité électrique. Les deux sphères seront 
coupées suivant les deux cercles HTRII' et HPKII; le point T, milieu 
de l'arc H'P'K', n'est pas le pôle du segment sphérique. 

La coquille S' est couverte à l'intérieur d'électricité dont la densité 
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est donnée par la formule (C). En accentuant les lettres, on aura, pour 
la densité en P' sur le côté concave. 

Ensuite, comme au n° 49, nous aurons, pour la densité p et pour le 
potentiel V en P, 

OP ^'* 

et, si nous posons RV = M, comme au même numéro, l'électricité, qui 
se trouvera ainsi sur le côté de la coquille S correspondant au côté 
concave de S', sera celle qui sera induite par la masse électrique — M 
placée en 0. 




Faisons tourner le plan de la figure autour de la droite n'P', jusqu'à 
ce qu'il passe par le pôle G du segment S', et désignons par A', k les 
points où ce plan coupe alors les bords du segment. Nous aurons, 
d'après la remarque qui termine le n** 49 et conformément à l'équa- 
tion (B), 

H'P'xP'K' A'P'xP'A'-^a'»-/"; 



on a aussi 



4^'* a'^^^lL'W' -. WW X n'K'. 



Il en résulte 

\'_( /îFii X iFk^ /i rH xinr \ 

f" " 47r'A'A V u'p'x FK' ^^^^^^^ y îi !>' X p' K y • 
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Romplarons les qnantilrs relatives à In piMMiiii're sphère par (raiitres 
appartenant ii la seconde. Nous avons 



PII PU 



\{' 



Ol 



ou 



P'K' Pk 



( f 



/) 



"'" "•^' ""..Il '•..!. '"^ÔIIXOK 



Joignons le point O an eenlie de la splii're de S, le diamètre ainsi 
déterminé rencontrera la sphi're en denx points; le pins rapproché 
de en étant distant de //, Tanlre se tronvera distant de de 2^^- — /*, 
si nons désii;iions |)ar 4' le rayon de celle s|)hère, et Ton a réqualion, 
tonte send)lal)le an\ é(|nations précédentes. 



<) /, 



o (, 






Suhstitnons ces quantités dans l'expression de z\ puis c' dans l'ex- 
pression de p, et nous aurons 



(K) 



MA(>.A' A)/ ()P Illl X IIK 



\ i. ^ • N ^ / 1 



;'' ôlj\ PJI; PK 



--orc tan a - 



or 



un X JIK 



()II \/ PII X PK 



(^est la densité électri(|ne sur la l'ace de S (|ui (M^rrespond au côté 
intérieur de S'. Dans le cas de la fii4ur(S p est la dcMisité sur la surface 
convexe de S. La densité électri(|ue sur rautrecùté (^st la même, auir- 
m entée de 






\{ 



Ol 



(Ml 



M // 1 > - // ) 
i-i^Op' 



52. Il (M)nvient do donner à l'expression de p une forme plus com- 
mode. D'ahord, il est utile (|ue le point II soit détini sans Teniploi de S% 
mais scuilement au moyen du segment S et du point O. 

liaisons passer un [)lan |)ar les [)oints II et cl par le centre d'une des 
deux sphères, il [)assera aussi [)ar le centre de l'autre sphèi'e et parta- 
gci'a les deux segments en deux paities symétri([ues. 

D'après la formule (// , on a 



IIII 

IIK 



on 

OK 
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Si le plan précédent coupe le segment S en deux points h,k[fig. 6), 



on a de même 

Wh O/i 



(O 



1U~ OA' 



ce qui détermine le point II. Si l'on regarde, dans cette équation, h 
et X: comme deux points fixes et n comme un point variable, cette équa- 
tion sera celle d'un cercle passant par et qui rencontre hk et son 



ri g. (). 




prolongement en deux points faciles à obtenir. L'intersection de ce 
cercle avec le grand cercle hkU donnera le point n. 

Par n, P et le pôle C du segment, faisons passer un plan; soient A,, 
X:, les points où le bord du segment est coupé par ce plan. Alors, en 
nous servant de la première formule démontrée dans la Remarque du 
n° 49, nous aurons 

niixHK n/*, xn/., 



PHxPK ~ P//jxPA, 



D'ailleurs, comme au n° 49, on a 



U/i,xnkr^i^ll-fj\ 



P/i, xP^,r-:r/« -CP , 



en désignant par a la corde menée du pôle C à un point du bord. Sub 
II. i3 



Ç)S CIlAIMTliK II. 

stituons ces expressions clans (/), puis remplaçons (/) par sa valeur 
dans (E), et nous aurons 



,, . , , , . (:ir-«A I 

Q= -, I TrTT^à / - — . - arctane:! — ^ â — iz_t I h 




M//r^--//)| OP CU—a^ /OP 

^tJ^x OP 



^* oui 



on se rappelle que h ci 2g — h sont la plus petite et la plus grande 
distance du point à la surface de la sphère. 

53. Cas d'un disque plan. — La coquille HPK peut se changer en un 
disque plan; il suffît pour cela que le point soit pris sur la surface 
de la sphère dont on forme l'image (y?^. 7). Alors la formule précé- 

Fig. 7. 
o 



^"Trr 


"* »<■ 


^ ^ i *■ 


■^ 


^ ^^ ' 


V N 


' ^ ' 


N N 


/ y 1 


N \ 


' ^ / 


V \ 




'V 


y ' 




y^ • t 


N 


y \ 1 


/ ^, 


y ^ 1 


/ 


^ \ ! 


/ 


■^ \ 1 


/ S 




^ 

V 


y 


N 

s 


— - / 


« 



n h c 



dente sera applicable à un disque plan mis en communication avec la 
Terre et induit par la masse — M placée en 0. Il faudra faire g = '^ 
et l'on aura 



= 



M/i Top cn-«» . /op /en'- «Al 



a étant le rayon du disque, h la distance du point au plan du disque 

et C le centre du disque. Ce sera la densité sur le côté le plus éloigné 

du point inducteur 0. Pour avoir la densité sur l'autre côté, il faudra 

augmenter p de la quantité 

Mil 



2 7:0P' 



La droite hk de \^fig. 6 devient le diamètre du disque, la circon- 
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férence de grand cercle hkll devient une droite sur laquelle se trouve 
le point II, et la formule (e) donnera 

Il h _ 0/i 
II A WiA- ^ OA- 

et déterminera le point IL Remarquons que H' est le pôle de Tare /ik\ 
Si le point inducteur est situé sur l'axe du disque, le point II 
s'éloigne à Tinfini, et la densité sur la face la plus éloignée de est 

en désignant par r la distance du point P au centre C du disque, et la 
densité sur la face la plus rapprochée sera 



M// 
2 7rOP 



H 



Lignes de force d'un disque mis en communication avec la Terre 
et influencé par une masse électrique fixée sur son axe. 



5i. D'après ce que nous avons vu (T* Partie, Chap. V, n" 30), le 
potentiel V d'un disque circulaire dont la densité varie seulement avec 
la distance au centre et les lignes de force relatives à l'attraction de 
ce disque sont donnés par des équations de cette forme 



• r 



(•) Vz^ / m(K) 



dt 

(i -\-t)i- 






L "z 1 Gy(K) -.- " consl 
f. t' 



a-, V, z étant les coordonnées du point variable, w étant égal à \x^ +-.>S 
K ayant pour valeur 



«* -1 



K 4 

1-+-^ t 
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et /, étant racine de l'équation 



//5 z^ 



= AS 

I -f- Il ti 

où A est le ravon du cercle. 

Nous allons appliquer ces formules à l'électricité d'un disque cir- 
culaire très mince induit par la masse — i d'électricité placée sur l'axe 
du disque et à la distance h de ce disque, en supposant ce disque mis 
par un fil en communication avec la Terre. Nous concevrons alors 
comme superposées les deux couches qui se trouvent situées sur les 
deux faces du disque. Il s'agit de déterminer la fonction ct(K). 

Appliquons la formule (i) sur le disque même; nous y ferons donc 
5 = o, /, = o, et, en appelant ç(//) la valeur du potentiel sur le disque, 
nous aurons 






Changeons la variahle / en posant 



7^, =- A~l ) -'-(.'a») ^F(.«), 



et nous aurons 



(3) 9( 



F {zii) ciz 









Posons 

^-3 -- (', dz — dv, 

et nous aurons 



F'(//i') vdv 






ou, en intervertissant Tordre des intéiçrations, 



r'o'(Ou)do r\,. ^ . r' do 
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On a 

il on résulte 



D'après l'équation (3), on à 9(0) =7: F(c)); donc 

_ 0(0) a r\'{Oii)dO 



ou 



CO F(//) 



9(0) _^ li r'\'yj)ffo 



55. Le disque étant au potentiel zéro, la fonction fp{u) et le potentiel 
du point inducteur sur le disque ont une somme nulle. Ainsi l'on a 

\>u--\- li- 
on en conclut 

par suite, 

Substituons dans (4)t puis remplaçons ^(w) par sa valeur; nous aurons 



7:F(//):-. T- 



I w« 



Il en résulte 



_ Vf. 'L ^ 



r;T(K)-=FUKl 



h 



^ ' A* -u 1 



I -^t 
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et nous obtenons, pour les fonctions (i) et (2), 

^_ A /•- I di 

1 —H C C 






ou, en faisant / -r >,2 et /, = >.,, 

2/1 r* V-dl 



V 






'5^^ A*»-h(w*-h5*4-A-)>.*4- 5* 






2 _i_ -î 



Les racines du trinôme en X*, qui forme le dénominateur, sont les 
quantités — ^^ et — a-* données par l'expression 



— I 



^^^ [a^ + c« -h A* ± v/( «* -h ^^ -h A^ )- - 4 -' /''J 

Désignons par r et a^ les distances du point (i/, z) aux points (o, h) et 
(o, — A); nous aurons donc 



et 






/•' -1- /• 

i/i 


) 


ih 


/• 


^d,. 


(^' 


y}di 

-4-a*)(>.-4- 


(3*) 


:z r 




(i4-X>)^. 





En calculant ces intégrales, on obtient, pour le potentiel de l'élec- 
tricité du disque, 

V= ^^(^? arc lang - - a arc laiig .^ j 
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ot, pour l'équation des lignes do force relatives à cette électricité, 

— A - - arclang ;; — h -^-^ arclang ^- )— consl. 

rr \ OL A, p ^'1 / 

Ce calcul a été donné par M. Beltrami [Rendiconti del Istimio Lombardo, 
série II, Vol. X). 



CHAPITRE m. 



DU ROLE DES DIÉLECTRIQUES DANS L'ÉLECTROSTATIQUE. 



Il est à peu près évident que les corps ne peuvent agir les uns sur 
les autres à distance que par Tintermédiaire du milieu qui les sépare. 
Ainsi, c'est à cause de ce milieu que les astres s'attirent. De même, 
deux corps chargés d'électricité et isolés l'un de l'autre ne peuvent 
s'influencer que par le milieu diélectrique qui se trouve entre eux. 
Cette idée ne peut être regardée comme nouvelle, ainsi que le prétend 
Maxwell; mais la véritable difficulté consiste à préciser le rôle rempli 
par le diélectrique et à montrer les forces qui sont en jeu. C'est aussi 
ce qu'a essayé de faire ce physicien. 

Action mutuelle des corps électrisés par l'intermédiaire du diélectrique 

qui les sépare. 

1. Admettant le fait de l'action à distance entre des corps électrisés, 
cherchons quelles sont les forces élastiques développées dans l'espace 
qui les entoure. 

Supposons donc un corps A chargé d'électricité, et, dans le même 
champ, d'autres corps H aussi électrisés. Supposons tous ces corps 
placés dans un même diélectrique, l'air par exemple, et examinons 
l'action des corps H sur une surface menée autour du corps A, et qui 
laisse en dehors les autres corps. 

Soient p, la densité électrique dans le corps A et p^ cette densité dans 
un quelconque des corps H. Soient aussi V, le potentiel de A et V^ 
celui de tous les corps H. Enfin désignons par du5^ l'élément de volume 
de A et par r/uj celui des corps II. 
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La composante suivant Taxe des x de l'action des corps H sur l'élé- 
ment p, rfcT, de A situé au point (^,y, z) est 

et l'action de translation des corps H sur tout le corps A a pour com- 
posante, suivant la même direction, 

rintégrale étant étendue à tout le volume du corps A. 
On a 

tirons p, de cette équation pour le porter dans X, et nous aurons 



* 71 J dx 



Comme AVj est nul dans l'espace o,, nous pouvons remplacer dans 

cette intégrale AV, par 

AV, -\- AV, = AV, 

V étant le potentiel de tous les corps, et il en résulte 



4 :r J dx 



Si, dans la formule (i), nous remplaçons V^ par V,, nous aurons la 
composante de l'action de A sur lui-même, qui est composée d'élé- 
ments égaux deux à deux et de signe contraire et qui est, par consé- 
quent, nulle. Ainsi nous avons 

v/v, ^ I rd\, 






Ajoutons cette quantité nulle a l'expression de X, et il en résultera 
(3) X^^/fJAVrf»,.. 

Menons une surface <;, qui entoure le volume a, du corps A, mais 
11. i4 
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sans rencontrer ni renfermer aucun des corps U. On pourra étendre 
Tintégrale précédente à tout le volume renfermé dans 'j,, puisqu'on 
n'ajoutera ainsi à cette intégrale que des éléments qui seront tous nuls 
par le facteur AV. 

2. Cherchons à remplacer cette intégrale, relative à un volume, par 
une intégrale relative à la surface a,. 

Pour cela, essayons de mettre la quantité soumise au signe d'inté- 
gration dans (2) sous la forme indiquée par l'équation 

^^ cU \dx^ "^ dy^- "^ dz*' )" dx '^ dy '^ dz' 

P,, Pa, P., étant trois fonctions à déterminer. Or nous obtenons, pour 
chacun des trois termes du premier membre, 

dy_d}y___i_ d /dvy 

dx dx^ ~ 2 dx \dxj 



dV 



d^ _ d_ /dV dV\ _ljl (d\y 
dx dy^ ~" dy\dx dy ) 2 dx\dy) 

dV 
dx 



dry___ £ fdv dv\ _i d_ (dvy 

dz^ ~ dz \dx dz ) 2 dx \dz J ' 



et il en résulte 



"•^-my-(^)'-cm 



i> f^^ 

* " du; dy 
dW rfV 

' ' "" ;/.;• dz 



D'après cela, posons 



(d\y /d\y /dvy- „ d\ dv , , 

/./V\' /^/V\' (d\\- ^ dV dV . , 

/dvy /dvy /dwy ^ dv dV , , 

\dl) [iJû) - \dy) ^ ^''■P---- di -dT' '= ^^'P'y^'^^Py 



t . 
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et nous aurons 



en étendant l'intégrale à tous les éléments dxs du volume renfermé 
dans la surface a,. Appliquons maintenant un théorème donné (1** Par- 
tie, Chap. I, n** 6), et nous aurons 

ii) \ ~ j (pxxCOSl -H/?yxC0S/JL -h pzxf*0Sv)d7i. 

en désignant par X, (jl, v les angles, avec les trois axes de coordonnées, 
de la normale à a, menée vers l'extérieur. 

On aura de même, pour les deux autres composantes de la force de 
translation, 

(Y — / (pj^y cosX t- pyy cosf/ -h Pzy cosv) d(ji, 
I 7. - I (Pjcz cosX f- py~ cos/jL -h p.. cosv) e/a,. 

3. On peut calculer, de même, les composantes du moment du 
couple, qui tend à faire tourner le système A considéré comme so- 
lide. 

En effet, en raisonnant tout à fait comme au n^ 1, nous trouverons, 
pour le moment, par rapport à l'axe des x de toutes les forces qui agis- 
sent sur le corps A, 

l'intégrale étant étendue à tout le volume renfermé sous la surface a,. 
Or l'équation (3) peut se mettre sous la forme de la première des 
trois équations toutes semblables 

I JL ^^^ AV = ("^^^ -+- "^^^ + "^^'^A^ 

l 47: (Lr \ (Le dy dz ) 

(A) ! ^ ^'YAV = f%- + ''^ir ^ dp \ 

^ \i\T: dy \ dx dy dz ) 

}_ ^Y AV — /^^^^' ^- ^^= -H ^^^'^. 
\t, dz \ //./• dy dz ) 
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et, des deux dernières équations, on conclut 

•/ a/ // 

Substituons dans l'expression de L et appliquons le même théorème 
que ci-dessus, nous obtiendrons 

L --- j [{Pxy^— Pxzy) COSX -h (pyyZ — py.y) COS/JL 4- {pzy^ — Pzzy) COSv] dfj^ 
OU 

(()) L= / [(/?a.j.cosX -f-/>yj,cos/jL -H/^syCosv);: — (^^scos^ -h/?ycCOS|UL -I-Pïscosv)^]^^, 

On a deux formules semblables pour les moments des mêmes forces, 
par rapport aux axes des y et z. 

4. Comme la surface a, peut être modifiée dans une partie très 
petite, tout le reste de la surface restant le même, et qu'on peut en- 
core appliquer les équations (4)> (5) et (6), il s'ensuit que chaque 
élément de cette surface est sollicité par une force, dont les compo- 
santes sont 

Pxx COSX -^ Pyx COSjUL -h P:ix cosv, 
Pxy COSX H- Pyy COS/JL -H p. y cosv, 
Pxz COsX -h Pyz COS/JL -h />S5 COSV. 

En prenant l'élément rfa, successivement perpendiculaire aux axes 
des Xy des j et des s, on voit que les éléments de surface, respective- 
ment perpendiculaires à ces trois axes, sont sollicités par trois forces 
élastiques, qui ont pour composantes 

Pxx y Pyxi Pzx"» 
Pxy» Pyy 9 Pzyy 
Pxz^ Pyz^ Pzz' 
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Dans lo diélectrique AV est nul, et l'on déduit des équations (A) 

/ dprjc , dpyjT dp.x _ 



dx dy dz 

(in l^r +^ + 'ip-_o, 

djr a y az 

dx dy dz 



Ainsi ces forces satisfont aux mêmes équations que celles qui se dé- 
veloppent dans un corps solide en équilibre d'élasticité. 

D'après un théorème de la théorie de Félasticité des corps solides, 
il existe en chaque point trois éléments plans rectangulaires entre 
eux, sur lesquels les forces élastiques sont normales à ces trois élé- 
ments. II est facile d'obtenir les positions de ces trois éléments plans 
dans le diélectrique. 

Considérons, en effet, un parallélépipède rectangle infiniment petit, 
dont un des côtés est tangent à une ligne de force s et dont les deux 
autres côtés sont par conséquent tangents à la surface de niveau 
V = const.; prenons les axes des x, y, 5, respectivement suivant ces 
trois côtés. On aura donc 



^V ^v 



O, —r- ■-- O 



et, par suite 



dy ' dz 



Pyz — Pzx ~ Pxy — O. 



Donc les forces élastiques tangentielles exercées sur les faces de ce 
parallélépipède sont nulles; il existe, sur chaque élément d'une surface 
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de niveau, une traction égale à 






en désignant par R la force é^Iectrique et, sur chaque élément plan 
normal à la surface de niveau, il s'exercera une pression de même 
grandeur que ta traction et donnée par la formule 



Prr^-Sl:^'' 



La quantité /?arj; à la surface d'un conducteur représente précisément 
la tension électrique (Chap. I, n** 5). 

Les résultats précédents ont été obtenus par Maxwell. 

5. Si, au lieu de corps électrisés, on considérait des corps célestes, 
il faudrait changer de signe les expressions des quantités X, Y, Z, et, 
par suite, aussi celles des forces élastiques. Donc, dans le milieu 
éthéré qui entoure chaque corps attiré, il existe une pression qui 
s'exerce sur les surfaces de niveau, et une traction qui a lieu sur tout 
élément plan normal à ces surfaces, et la grandeur de ces forces élas- 
tiques est égale à ^ (-^J- 



Sur la déformation du milieu diélectrique. 

6. Nous avons vu que les forces élastiques, déterminées dans un mi- 
lieu diélectrique par la présence de corps électrisés, satisfont aux 
mêmes équations que les forces élastiques, qui se développent dans un 
corps solide élastique sous l'influence des forces qui s'exercent à sa 
surface. Il y a donc lieu de se demander si les déplacements qui se pro- 
duisent dans le milieu diélectrique peuvent être identiques à ceux qui 
proviennent de la déformation du corps solide. Nous allons prouver le 
contraire. 

Soient a, v^ w les projections du déplacement du point (a?, y, z) sur 
les axes de coordonnées. Si le diélectrique pouvait être assimilé à un 
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corps solide isotrope, les six forces élastiques /î^yx» Pxy^ ••• seraient 
données par les formules suivantes, où X et (jl sont deux constantes : 

, . i du ^ dv . div 

^ du ,^ ^ ^i> . dw 



(C) 



^ du ^ dv ,. , div 



\dz 



-. - > =^ Pyz. 



div\ 
dy) 

[d\v du\ 
/du dv \ 



En ajoutant les trois premières équations, on obtient 

'"-^)(^M'-ê)=-;.[(S.y-(f)'*(S)']> 

ainsi il en résulterait une contraction cubique égale à 

^'^) ■■'"-"- MlxVa,.) [(S)'^ (^)'^ (S)T 

Or cette expression est impossible. En effet, en général, si l'on substi- 
tue les expressions (C) dans les équations (B) du n° 4, on obtient trois 
équations aux dérivées partielles du second ordre, entre les fonctions 
u, {^9 (V, et de ces trois équations on déduit facilement 

tandis que la fonction (D) ne satisfait pas à cette dernière équation. 

Ainsi la déformation du diélectrique ne peut être assimilée à celle 
d'un corps solide isotrope. Cependant, si les molécules n'éprouvent 
qu'un changement extrêmement petit dans leur déplacement et dans 
leur orientation, les forces élastiques doivent être exprimées par les 
équations (C), ainsi qu'il résulte de la démonstration qui sert à établir 
ces équations. 
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Il faut donc (Ml coiicliiio (ju(' les inoléculos (h; la substance, dans 
laquelle se développent les forces élasti(jues, subissent un changement 
tini dans huir disposition, en s'orieiitant suivant les lignes de force. Il 
en résulte que le milieu diélectrique présente, au point de vue des dila- 
tations et des contractions, moins d'analogie avec un corps solide 
qu'avec un corps li(|uide, où l'orientation des molécules n'entre pas en 
considération. 

7. Considérons un tube de force, c'est-à-dire un tube infiniment 
étroit, limité par une surface formée par des lignes de force. Faisons 
commenciu* ce tube à de l'électricité positive, située sur un conduc- 
teur; il traversera le diélectriijue et se terminera à de l'électricité né- 
gative. 

Désignons [)ar (h et r/o-' deux sections droites du tube de force, et 
par £ et c' le déplacement du milieu diélectri(jue sur ces deux sections, 
compté du coté [)ositif vers le coté négatif; nous aurons 

en admettant que la quantité déplacée de la substance, \i travers les 
deux sections, est la ménie, ce (|ui suppose cette substance incompres- 
sible. Mais, si 11 et R' représentent la force électiique sur ces deux sec- 
tions, on a aussi 

il en résulte 

r 

K K* 

D'après cela, le déplacement £, le long du tube, est proportionnel à 
la force électricfue ou à la racine carrée de la traction, (|ui se produit 
sur la section (h. 

Ainsi, en désignant par a une constante, nous |)ouvons poser 

(E) z a\\ 

pour la valeur variable de s prise le long d'un tube de force. Obser- 
vons ensuite qu'il est fort naturel d'admettre que, dans la partie du 
milieu diélectricjue contigué à un conducteur, le déplacement sest pro- 
poi'tionnel à la densité de la couche (jui recouvre ce corps, tùomme 
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cette densité est proportionnelle à R, on voit que e est aussi propor- 
tionnel à R sur la surface du conducteur. Donc, si le tube de force pré- 
cédent commence à ce conducteur, on a la même formule (E) dans 
toute l'étendue de sa surface. On en conclut enfin qu'on peut appliquer 
la formule (E) à tout le diélectrique, a étant une'constante qui varie 
d'un diélectrique à l'autre. 

On doit remarquer que la formule (E) repose sur ces deux hypo- 
thèses : que le milieu diélectrique est incompressible et qu'il est 
repoussé par une couche électrique d'une quantité proportionnelle à la 
densité de cette couche. 

8. Suivant Faraday et Maxwell, tout tube de force, qui va d'un élé- 
ment conducteur à un autre à travers un diélectrique, se divise par des 
sections droites, excessivement voisines, en cylindres rectangles, qui 
ont pour bases ces sections droites et qui portent de l'électricité néga- 
tive sur la base située du côté de l'élément conducteur, chargé positi- 
vement, et de l'électricité positive en égale quantité sur l'autre base. 
Mais les quantités d'électricité, situées sur une base d'un de ces cy- 
lindres, sont égales et de signe contraire à celles de la base la plus voi- 
sine d'un autre cylindre contigu, en sorte que la densité de cette élec- 
tricité, dite de polarisation y peut être considérée comme nulle à 
l'intérieur du diélectrique, excepté sur les cylindres extrêmes aux deux 
extrémités du tube. 

Cette destruction de l'électricité de polarisation à l'intérieur du 
diélectrique n'a lieu toutefois que si le diélectrique ne renferme pas 
d'électricité libre, comme nous le démontrerons à la fin du Cha- 
pitre IV. 

Cette polarisation du diélectrique diminue les effets de Télectricité 
des conducteurs, puisqu'elle amène, tout près de leurs surfaces, de 
rélectricité de signe contraire à celles qu'elles possèdent. 

Ces idées ne se présentent pas naturellement à la suite des considé- 
rations qui précèdent. Mais il en sera autrement plus tard, quand nous 
verrons que cette polarisation est un phénomène identique à celui de 
la distribution du magnétisme induit dans le fer doux. 

Suivant Faraday et Maxwell, toute section rfa d'un tube de force, par 
l'électrisation des conducteurs, serait traversée par une quantité d'élec- 
II. i5 
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tricité qui serait égale à la quantité d'électricité prfa,, qui se trouve 
au commencement du tube sur la section rfa, du conducteur. 

Mais il parait impossible de concilier cette idée avec celle de la 
polarisation; car rélectricité, qui se trouve en égale quantité avec un 
signe contraire sur les bases des prismes de polarisation, est en quan- 
tité plus faible que l'électricité qui se trouve sur les sections des con- 
ducteurs faites par le tube de force. 

Du changement de l'induction dans le passage d*un diélectrique 

à un autre. 

9. Jusqu'à présent, nous avons défini le potentiel d'une masse par 
la formule 



(0 



=!>■ 



r étant la distance d'un point (a;, j, z) à chaque élément prfcEr de cette 
masse. Dans ce qui va suivre, nous allons donner à ce mot une signifi- 
cation plus générale, afin de tenir compte du changement de l'induc- 
tion dans le passage d'un diélectrique à un autre. 

Pour étudier ce changement, nous allons comparer les phénomènes 
électriques à ceux de la chaleur, en supposant que les flux de force se 
comportent comme les flux de chaleur. 

Si V représente la température d'un corps solide homogène et iso- 
trope, les flux de chaleur au point (a;, y, z) de ce corps, suivant les 
axes des a?, j, 5, sont donnés par les expressions 

d\ d\ d\ 

~^^' "^^' ""^7?J' 

q étant le coefficient de conductibilité. Adoptons les trois mêmes ex- 
pressions pour représenter dans un diélectrique les flux de force, sui- 
vant les axes des x,y^ z, ou les composantes de la force provenant de 
la masse électrique, si elle agissait sur l'unité d'électricité concentrée 
au point (a?, j, s). V sera alors le potentiel dans ce corps et la quantité y 
variable d'un milieu à un autre s'appellera le coç^ie/i/ ef'm£/i£c//o/i; 
elle sera variable d'un milieu diélectrique à un autre; elle peut être 
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supposée, dans l'air, égale h l'unité, et elle aura une valeur plus grande 
dans les diélectriques solides ou liquides. 

10. Supposons un corps diélectrique solide D', couvert d'une couche 
d'électricité et entouré d'un autre diélectrique D, qui sera, par exemple, 
un gaz; puis, pour résoudre une question de la théorie de la chaleur, 
qui donne lieu aux mêmes formules, remplaçons les diélectriques D et 
D' par des corps solides homogènes, et la couche électrique située 
sur D' par une couche qui soit le siège d'une source de chaleur, et sup- 
posons que l'équilibre général de température se soit établi. 

La température V, dans chacun des corps D et D', satisfera à l'équa- 
tion 

AVi=o, 

et, de plus, V aura la même valeur pour les corps D et D' à leur limite 

commune. Ensuite, si le corps D' n'était pas couvert d'une source de 

chaleur, le flux de chaleur qui entre dans D, sur un élément de sa 

surface, serait égal à celui qui sort de D'sur ce même élément, et l'on 

aurait 

dV ,dV 

q et q' étant les coefficients d'induction dans D et D' et <//i, dn! étant 
les éléments de normale à la surface qui termine D', menés extérieure- 
ment et intérieurement. Il en résulte que les dérivées de V varient 
brusquement dans le passage de D à D'. 

Ayons maintenant égard à ce que D' est couvert d'une couche dont 
émane de la chaleur. Considérons les deux flux totaux de chaleur qui 
sortent normalement d'un même élément de cette couche et qui pénè- 
trent l'un dans D' et l'autre dans D. Soit ad^ le flux envoyé dans les 
deux sens par l'élément de source de chaleur situé sur l'élément de 
surface rfa, et soit Urfa le flux qui traverse (/a et qui provient des autres 
sources de chaleur; il est de même sens dans D et dans D'. Nous aurons, 
comme il a été déjà vu (I^ Partie, Chap. IV, n® 4), 

, d\ ,. dS ,. 



tth 


tjikyntt tu. 


tt ^i ftf fii'M*' 


't 4n' ''du 



'Jta, 



t/4 i\ir4U\iiilt '/// fi^^iri'hituUt iUtnx fois \h flux de diàleur, estimé par 
ufi^U' ê\i* Yurht'v^ qui l^tunui* Ait th. I);in» la question d*éIectrostatique 
/ ont''*ltou4iiUii% 'AU i\iM ri'j>réMfri(er deux foi» le flux de force, produit 
pr V(\iu'\nn\i* yh h\Uih* hiiv (h; at flux est indépendant des deux 
tniifH tf H tt'i il <'»( donc ity^al h ^r.p^ et Ton a 

,./V' //V , 

rn d/'Hiptuiint pnr V hi valeur de V dann D'. 

H. Hi lu roiidnclibilit/t pour la chaleur varie, dans un corps solide 
d'un point \\ un uulre, la lemp/^raluro d'équilibre de ce corps satisfera 
Il IVM|uiilinn 

''('/'?') 'iU7) 4/T) 

iLv tiy az 

qu'on olilitMil on oxprinninl Téquilibro de température d'un parallélé- 
plpinlo rorliinglo iMi^nionlairo. 

(loUNidonuiH ouHuito un corps dans lequel le coefficient d'induction 
MiiliMruu poiul il un aulro. Kn exprimant que la somme des flux de 
fnivo oulnw dans kh^ paratlélépipèdo est nulle, on obtiendra encore 
l'i^qiialion \^h) ii laquollo satisfera le potentiel {roirl^ Partie, Chap- IV, 
II* 1 ^, Kulliii Ml l\in vsupposo qu*il y ait au point (j:, j^, 5^ de Télectrî- 
ciio, i\ laquollo so rapporte lo potentiel V et dont la densité est [x, on 
obtiondnii on égalant la soiuiuo des ilux i^ la valeur quVlle a quand 



. ^ 






NxMi^ >\\\ons donc que Ki qu;jintito \\ que nous appelons maintenant 
lo px^louUoU uVnI plus rx^prx^sonttv jv^r U formule 



*i 
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OÙ r est la distance du point (a?, y^ z) à chaque élément ^dxs des 
masses électriques; car cette dernière fonction satisfait à l'équation 

suivant que le point [x^ j, z) est pris en dehors ou en dedans des 
masses électriques. 

Les résultats précédents ont été obtenus par analogie, en comparant 
les flux de force à des flux de chaleur. On pourrait essayer de reprendre 
chacune des formules précédentes et d'en faire comprendre l'exacti- 
tude. Mais nous préférons considérer l'ensemble de ces résultats comme 
déduit seulement par une analogie, qu'il s'agira de prouver a poste- 
riori, et nous remettons cette démonstration à la fin du Chapitre lY, 
où elle nous sera plus facile. 

Maxwell a donné les formules {a) et (c) dans son Traité d' Électricité 
et de Magnétisme; mais il m'est impossible de regarder ce qu'il en dit 
comme les démontrant. 



Comparaison des forces élastiques qui se développent de part et d'autre 

d^une couche électrique. 

12. Dans le n** 4, nous avons déterminé les expressions des forces 
élastiques, qui se développent dans un diélectrique, en supposant le 
coefficient d'induction égal à l'unité. Si ce coefficient a une autre va- 
leur, il faudra multiplier ces expressions par le carré de ce coefficient. 

Supposons une couche électrique, placée à la surface de séparation ? 
de deux diélectriques D et D', dont les coefficients d'induction sont q 
et q\ et proposons-nous de comparer les forces élastiques développées 
des deux côtés de cette couche. 

Menons l'axe des x suivant la normale à ?, du côté de D. Nous au- 
rons, pour la force élastique normale qui agit sur </?, des deux côtés 
de cet élément de surface. 



et 
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en accentuant les quantités relatives au diélectrique D'. Or, la fonc- 
tion V étant égale à V sur <t, on a 

^_ ^ dv_ dW\ 

dv dv dz dz ' 

il en résulte 



hh-m-Mm-'-ànm-m] 



.■„-p.,= ± Mm--„m'-[ _ e-»' 



Si nous posons 

R et R' représenteront les forces électriques dans les deux milieux et 
nous aurons, pour la différence des tractions ou des pressions élas- 
tiques exercées sur la surface ?, la formule 

dont la première partie représente, au point considéré, la différence 

d'énergie des deux milieux, estimée par unité de volume (!'• Partie, 

Chap. I, n^26). 

dn et dn' étant les éléments de normale, menés à d(j dans D et D', 

nous avons 

dV ,dV' 

et nous en concluons encore 

Comparons ensuite les forces élastiques normales exercées sur les 
deux autres plans de coordonnées, de part et d'autre de la couche élec- 
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trique. D'après les raisonnements précédents, nous obtiendrons 

Pn - /'rr - - 8k (R - R ) + -J^- \^ay) ' 
P.^-p..: -- 8^(R"-R')+ SiZ-UJ ' 

OU encore 

/'.r - /'rr = \ \^' lui' - '^ ITn) ' 'ï^ [UV " U") J ' 
/>« - P-.-. = \\^'-dK'-'fdi.)- Sn [[dy) - \-dV y 

Nous aurons ensuite, pour les forces élastiques tangentielles» 



i_ ^d\ dv , __ i_ ,^dyd\^ 

4ir^ ~dy dn' ^•'^ " '^n'^ dy dn'' 



i ,dV dV , ^ i.d\' dV 

_ 1 ^d\ dv , _ 1 ,^dy dv 



De la distribution de l'électricité sur deux conducteurs qui s'influencent 

et placés dans deux diélectriques différents. 

13. Considérons deux conducteurs C et C [fig. 8), renfermés dans 
deux diélectriques D et D'. Supposons, par exemple, que le diélec- 
trique D s'étende dans tout l'espace non occupé par C, C et D'. 

FIg. 8. 





Regardons d'ailleurs comme constants les coefficients d'induction q 
et q' de D et D'. 
Admettons que l'on connaisse les valeurs Yi et Y^ du potentiel total 



laO CHAPITRE m. 

sur C et C; puis, désignons par V et V le potentiel total, pris dans D 
et D', et par 2) la surface qui limite D'à rextérieur; nous aurons ces 
équations 

AV = o dans D, 

AV'=o dansD', 

V = Vi surC, 
(«) { V'=V, surC, 

V = V sur 2, 

dn et dn' étant les éléments de normale, menés à la surface 2) dans D 
et D'. 

Ce problème est, en général, beaucoup plus compliqué que si les 
deux diélectriques se réduisaient à un seul, à cause des conditions aux- 
quelles il faut satisfaire sur la surface 21. 

14. Toutefois, en choisissant la surface 2, on pourra ramener le pro- 
blème précédent au cas particulier d'un seul diélectrique. 

Dans le cas d'un seul diélectrique, où l'on a ^ = ^' = i , le potentiel \^ 
de l'électricité satisfait à l'équation 



dans tout l'espace et aux deux conditions 



v = X sur C, 
v^U sur C, 

A et B étant deux constantes déterminées. Supposons, de plus, que 2) 
forme une surface de niveau; les masses d'électricité de C et C seront 
alors de signe contraire, nous pourrons prendre t' égal à zéro sur 2) ; 
mais alors A et B ne seront plus indépendants. En effet, i^ peut se 
mettre sous la forme He -h K, £ étant un paramètre variable, et H et K 
deux constantes. Soient £,, £3, £, les valeurs de £ sur les surfaces de C 
et C, et sur 2); nous aurons 

He,-hK=:A, H£,-+-K=:B, H£a-+-Kizio, 
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par suite 

A := H(£, - £3), B ^ II(£, - £,) ; 

ainsi A et B dépendent de la seule constante H. 
Alors posons 

L étant une constante» et nous pourrons choisir les deux constantes H 
et L, de manière à satisfaire à toutes les équations [a). La troisième et 
la quatrième donnent 

H(£| — £,) , _ ,r H (£, — £,) ^ , _ V 
-— -+- L. _ Vi, —, h L. -- Vg, 

et déterminent H et L. 

s^ étant nul sur 2, on a bien V - V sur cette surface, et Ton a aussi 
la huitième équation; car 

' dn dn' dn dn' 

Ainsi, dans le cas particulier où 2 est une surface de niveau, les 
forces électriques qui ont pour composantes 



et 



^V d\ d\ 

-"^dl' -^777' -^^ 



,d\' ,d\' ,d\' 



resteront les mêmes que dans le cas auxiliaire oxxq ^q' -i. Il y aura 
sur C et C les mêmes masses, et ellrs s'y distribueront aussi de la 
même manière, comme il résulte des formules qui donnent les densités 
p et p' sur C et C 

^ ' 1\TZ dn^ ^ 47: dn ' 

dn étant l'élément de normale extérieure. 

Mais, si l'on joint les deux corps C et VJ par un fil conducteur, les 

potentiels V et V y deviendront égaux, et la répartition de l'électricité 
lî. 16 
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entre les deux conducteurs ne sera pas la même que s'ils étaient dans 
un même diélectrique. 

CondenscUeurs . 

15. En mettant un corps conducteur isolé A en communication avec 
une source indéfinie d'électricité à un certain potentiel, on met ce 
conducteur à ce même potentiel. Mais, en influençant le conducteur A, 
on peut rendre sa charge beaucoup plus grande qu'elle ne le serait 
sans cette circonstance. 

On réalise cette augmentation de charge en prenant pour le corps A 
une lame conductrice, qu'on influence par une autre lame conduc- 
trice B, séparée de la première par la couche mince d'un diélectrique. 
Et, pendant qu'on charge A, on met, en général, B en communication 
avec le sol. L'ensemble de ces trois corps est dit un condensateur. 

Supposons que la charge n'ait duré que pendant un temps extrême- 
ment court, en sorte que l'électricité n'ait point pénétré dans le diélec- 
trique. 

Désignons par 7| et cts l^s surfaces des lames A et B, qui sont au 
contact du diélectrique; V, et Vj étant les potentiels respectifs de A 
et B seront aussi les valeurs du potentiel dans le diélectrique sur les 
surfaces œ, et (Jj. Le potentiel, dans l'intervalle de ces deux surfaces, 
ne varie qu'avec la longueur s de la ligne de force comptée à partir 
de (j| et satisfait à l'équation AV = o, qui peut s'écrire (I" Partie, 
Chap. IV, n«20) 

^V_ / I I \^ 

Ri et R, étant les rayons de courbure principaux de la surface de niveau 
qui passe à l'extrémité de s\ mais, à cause de la faible épaisseur du dié- 
lectrique, on peut les remplacer par ceux de la surface 7|. Dans cette 
formule, ces rayons de courbure sont supposés dirigés en dehors du 
diélectrique ; dans le cas contraire, il faudrait les changer de signe. 

Désignons ensuite par t la longueur de s comprise entre (T| et o-^: 
nous aurons 

(2) v,=:V,+ -r-e 



ds ds* 2 
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les valeurs des dérivées de V étant prises sur a,, et, en remplaçant 
-^ par sa valeur, nous obtenons 

Désignons par pi la densité de la couche électrique située sur a^ et 
par q le coefficient d'induction du diélectrique; nous aurons 

(3) ^"^"^"^^P»' 

par suite, en négligeant des termes en £', nous obtenons 



V.-V. = -4.p.i[.-^(^^jJ;)] 



Désignons par p, la densité de la couche électrique située sur (72, nous 
aurons de même 



V.-V.=.-4..o.i[.^i(^-^^)] 



De ces deux formules, on conclut 



pi— — 



p«=^ 



47r£ 
7(V.-Vi) 

t\TZl 






Désignons par a- la surface menée à égale distance de (T| et a,, et par 
dd^ //(T,, dd^ des éléments des surfaces a-, (74, a, terminés aux mêmes 
lignes de force. Nous aurons 



é/a = 



=^^«["^KR"^ii)]-^^^*['"K^^îrj] 



et nous en concluons 



pjé/ai = — p,^(T,~— -î^ — 7-- d(j. 

Dans le cas particulier où l'épaisseur e du diélectrique est partout 
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b luêrne, en désignant par E, et E^ les quantités d'électricité situées 
sur 7, et 7j, nous aurons 

Ain-^i Ton voit que, pour une même valeur de V^ — V,, rélectricilé 
située sur ces surfaces est en raison inverse de Tépaisseur du diélec- 
trique et proportionnelle au coefficient d*induction. 

16. Le calcul précédent n'est qu'approché et suppose que les deux 
surfaces 7, et 7^ sont séparées partout par une très petite distance £, qui 
peut d'ailleurs être variable. Si Ton connaissait l'équation générale du 
système des surfaces de niveau auquel appartiennent les surfaces <t, 
et ^2 s^us la forme 

où a est un paramètre variable, on pourrait substituer au calcul pré- 
cédent un autre tout à fait exact, et qui ne supposerait plus très petite 
l'épaisseur du diélectrique. 

Désignons par a, et a, les valeurs de a sur <7, et (7,; les équations (i) 
et {2) seront remplacées par 

-^ _o, >,_v,-^ _(a,-3c,). 

Nous aurons ensuite, pour l'équation (3), 



en posant 



"V(S/^(l/HS' 



do^y 



pour a-- a,. Nous aurons donc 



v,->,_ ^^ 
ou 

^ ^ (V»-Vi)7A 
P» 47r(a,-a,)* 

Supposons que les deux conducteurs A et B se réduisent à deux 
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lames planes et parallèles. La distance qui les sépare étant £, nous 
aurons 

Si les surfaces a, et a^ sont deux cylindres de révolution autour du 
même axe et dont les rayons sont i\ et r^, le potentiel V, dans l'inter- 
valle de ces deux surfaces, aura pour expression 

V=Alog/-.-f-B, 

r étant la distance à l'axe et A, B deux constantes arbitraires. On en 
conclut 



pi- 7 ^ ' pî — 7 



477/-, log^ 4T:r,log^ 



Détermination de certaines constantes relatii'cs au condensateur, 

17. Désignons par Q, et Q.^ les quantités totales d'électricité qui 
recouvrent A et B. Nous aurons ces deux équations 

e,, ^a, ^3 étant trois quantités qui restent les mêmes quand V| et V, 
varient (Chap. I, n® 13). 

Proposons-nous de déterminer ces trois constantes. 

Supposons que les surfaces a, et (t^ soient à très peu près fermées 
comme dans une bouteille de Leyde et faisons communiquer A avec B 
par un fil conducteur; alors V, et Vj auront la même valeur H. L'élec- 
tricité libre se portera tout entière à la surface extérieure de B et 
pourra être mesurée; désignons-la par rj, et les équations (a) devien- 
dront 

OU 

ri 

il suflit donc maintenant de calculer e,. Si nous mettons l'armature 



126 



CHAPITRE m. 



intérieure A en communication avec le sol, V, sera nul, l'électricité 
disparaîtra entièrement de la surface intérieure de A et il n'en restera 
plus que sur a-,. Désignons par M cette quantité d'électricité; la pre- 
mière équation (a) donnera 

M = e,V,. 

Or, d'après le n° iS, on a 

Pi d(Ji =: — 7 — dtj 

^ L\TZt 



• ^ » 



et, en intégrant 



M 



in J e 



Égalant ces deux valeurs de M, on obtient 






Condensateur formé de deux diélectriques. 

18. Pour simplifier, supposons que les deux armatures A et B 
{/ig. 9) du condensateur soient deux lames planes que l'on considère 

Fîg. 9. 
A. D' B 







comme infinies ; les considérations physiques resteraient les mêmes 
quelle que soit leur forme. Supposons ces deux lames séparées par un 
diélectrique gazeux ou liquide D, puis interposons entre elles et paral- 
lèlement une lame plane D', d'un diélectrique solide. Enfin, mettons A 
et B aux potentiels V, et V^. 
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Plaçons l'axe des x perpendiculairement aux lames, et Torigine 
sur le plan moyen de D'. Désignons par 2Y] l'épaisseur de la lame D\ et 
par e et X les distances du point aux lames A et B. 

Entre ces deux lames, Y satisfait à l'équation 

ensuite, entre A et D', dans D' et entre D' et B, cette fonction peut être 
représentée respectivement par ces trois expressions 

OÙ a, é, c, rf, e, /sont des constantes qu'il faut déterminer. 

Comme V doit se réduire à V, et Vj sur A et B, et qu'il varie d'une 

manière continue dans le passage de D à D', il en résulte ces quatre 

équations : 

/ -ae -h 6= V„ 

en -hd= en-^/y 

el 4-/r= V,. 

■ 

Soient p, et pa les densités des deux couches situées sur les faces in- 
térieures de A et B; nous aurons 

dV . 

q —r- =^ — 47rpi pour j? = — c, 

dW , dW 

, dT dV 

dV , ^ 

OU 
^a — — iiîrpi, —qa->rq'c---Oy —q'c-hqe = Oj — ^c= — A^rpi. 



Il en résulte 



qa zmq'c^^ qe; 
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désignons par p la valeur commune de ces trois quantités; nous 
aurons 

P P 

En substituant les valeurs de e, a, c dans les équations (6), on 
trouve 

p =^ =î ' 

Ainsi Ton obtient, pour p, , la formule 



Pl=- 



47r Ê -h X — 2YÎ , 2Y1 



OÙ l'on doit remarquer que e -t- X — 2Y] représente l'épaisseur de D et 
arj celle deD'. 

Chargement du condensateur. 

i9. Reprenons un condensateur qui ne contient qu'un diélectrique 
et dont les armatures sont deux lames parallèles. Si le temps pendant 
lequel on charge cet appareil n'est pas très petit, de l'électricité péné- 
trera dans le diélectrique, que nous supposons solide. C'est le phéno- 
mène que nous voulons examiner. 

Désignons par D la densité de l'électricité qui est entrée dans le 
corps isolant. Si nous représentons encore par V le potentiel de toute 
l'électricité, nous aurons l'équation 

Appelons R la force électromotrice qui provient du chargement, et 
comptons les x à partir du plan moyen du diélectrique. Menons un 
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plan parallèle aux faces et considérons un cylindre qui ait sa base 
située dans ce plan et égale à l'unité de surface, et dont la hauteur soit 
égale à dœ. La quantité d'électricité, qui y entrera dans le temps infmi- 
inent petit rf/, sera égale à 

—5- dx dt ; 
dt 

il y entrera d'autre part, dans le même temps, un flux de force égal à 

— q-,-dt t- Wdly 

^ dx 

et il en sortira un flux égal à 

(dS d^\ ^ \^ /„ d\\ , \ , 

Retranchant cette quantité de la précédente, nous aurons l'expres- 
sion 

qui doit être proportionnelle à la quantité d'électricité qui est entrée 
dans ce cylindre. Il en résulte l'équation 

r/l) d" V ^H 



dt "^ ' d.i^ dx 

OÙ a est une constante qui dépend de la nature du diélectrique. 

La fonction R doit décroître rapidement à partir de la surface du 
diélectrique; elle doit aussi dépendre de l'époque de l'opération. Pre- 
nons 

'l(^) étant une fonction paire, et nous aurons les deux équations 
IL 17 
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Posons 

a 

et multiplions l'équation (i) par e*'; alors, en posant 
nous aurons 

dt a dx ^^ ^ ' 

a dx J^ 

D OU D' devant s'annuler pour / = o; il en résulte 

(3) I> = -î^^^^-''/Vo^*'^^ 

puis 



^^ = T-^-^^""X'?(^)^"^^' 



d'Y _ /Jtt d^(x) _^ 





V peut se partager en deux parties : Tune de la forme ax -h 6, qui 
provient des deux couches qui se fixent instantanément sur les deux 
faces de la lame du diélectrique, et l'autre qui provient de Télectricité 
qui se développe à l'intérieur de la lame, quand on continue de charger 
l'appareil. D'après cela, on aura 

V= — A(:r)rf^c-*' / (^{t)e^fdt-^ax-^b. 

Si l'on désigne par v^ et f', ^^^ potentiels des deux armatures, résul- 
tant de la charge instantanée, on aura 

£ a 

£ étant l'épaisseur de la lame isolante. Désignons par p, et p^ les den- 
sités des deux couches situées sur les deux faces de la lame à l'époque t. 
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nous aurons 

dV , E 

et, par suite, 

20. Dans l'expression 

9(/) est une fonction quelconque qui dépend de l'opération par 
laquelle le condensateur a été chargé; 4'(^)» ^u contraire, doit pouvoir 
se déterminer théoriquement. Toutefois, il n'est pas nécessaire de con- 
naître la fonction ^{x) pour l'explication que je vais donner de la 
charge résiduelle du condensateur. 

On doit aussi remarquer que R se compose, en général, non d'un 
seul terme, tel que (a), mais d'une série de tels termes, dans lesquels 
^{t) sera le sinus ou le cosinus d'un arc proportionnel à / et qu'on 
pourra souvent réduire sans erreur sensible à un ou deux. 

Si nous prenons 

^{x) =: Acoshmx, 

nous aurons 



hma:.e~*' / (^{t)e^^ dt -^^ ax -^- b^ 

Jq 



V = sm 

oLmg 



Décharge du condensateur. 

21. L'appareil étant ainsi chargé pendant un temps T, mettons en- 
suite les deux armatures en communication ; les deux couches super- 
ficielles dont les densités sont p, et p, se combineront et il ne restera 
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plus que de l'électricité intérieure à la lame. Supprimons immédiate- 
ment la liaison entre les deux armatures et abandonnons l'appareil à 
lui-même. Alors les équations (i) et (2) resteront applicables, pourvu 
qu'on y fasse R = o et l'on aura 






Il en résulte 



— — AttD. 



0(.r) étant une fonction arbitraire, puis 

La valeur de D ne doit pas changer brusquement pour / = T; éga- 
lant donc cette expression de D à la formule (3) pour ^ = T, on a 

0^^r)^^l^-^-^C\{t)e^^dt. 

Posons 

T 

f r^(t)e^'dt = U, 
• 

et nous aurons 

y (/) étant une fonction arbitraire, par suite 

II reste k déterminer la fonction /,(/)• 

L'électricité qui se trouve sur le plan x = - est celle qui est sortie 

du diélectrique par cette surface depuis le temps ^ = T. Or la quantité 
de flux de force qui est sortie par cette surface depuis le temps T est 



X=j 
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Cette quantité doit être proportionnelle à p,; représentons-la donc 
par Pp,, il en résultera cette équation 

Diflerentions cette équation par rapport à ^ et posons 



? 



nous aurons 



et, par suite. 






C étant une constante arbitraire. 

En substituant la valeur dc/(/)dans (a), nous obtenons 

— ['v%(o-"*G)-.a]- 

La constante C doit être déterminée d'après la condition que p, soit 
nul pour ^ = T; il en résulte 



et 






La densité p, sur Tautrc face du diélectrique est égale et de signe 
contraire à p,. 

Si Ton met de nouveau en communication les deux armatures du 
condensateur, on obtiendra une nouvelle décharge, les électricités des 
deux couches superficielles dont les densités sont p, et p, se combinant 
entre elles. 



CHAPITRE IV. 



THÉORIE GÉNÉRALE DU MAGNÉTISME. 



Préliminaires. 

Pour expliquer les phénomènes magnétiques, on admet que les ai- 
mants et les corps susceptibles d'être aimantés renferment une sub- 
stance que Ton appelle fluide magnétique et, de même qu'on distingue 
deux espèces d'électricité, on distingue aussi deux espèces de fluide 
magnétique, qui portent les noms à'austral et de boréal, ou ceux de 
positif et de négatif. 

Le fluide positif est celui qui tend à se diriger vers le pôle nord de 
la Terre. 

Selon Coulomb, les aimants sont composés d'un nombre immense 
de particules, dont chacune contient les deux espèces de fluides en 
égale quantité, en sorte que, ces deux fluides étant réunis, leurs efi^ets 
se détruisent. Les corps magnétiques, c'est-à-dire susceptibles d'être 
aimantés, sont décomposables en de semblables particules dont cha- 
cune contient en égale quantité ces deux fluides qui se neutralisent, 
quand aucune force n'intervient pour les séparer. Dans les aimants et 
dans les corps magnétiques, ces particules ne peuvent se communiquer 
entre elles leur substance magnétique. 

On démontre très facilement par l'expérience que les deux espèces 
de magnétisme entrent en égale quantité dans un aimant, en observant 
l'action de la Terre qui tend seulement à faire tourner l'aimant autour 
de son centre de gravité. 

Coulomb, qui a démontré par l'expérience d'une manière directe que 
la loi des actions électriques est celle de la répulsion ou de l'attraction 
en raison inverse du carré des distances, a aussi essayé de prouver que 
la même loi s'applique aux actions magnétiques. Cette seconde dé- 



/ 
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monstration est moins concluante que la première. Mais on peut véri- 
fier la loi des actions magnétiques par les résultats qu'elle fournit, 
quand on y applique le calcul. 

De même qu'on distingue les corps en bons et en mauvais conduc- 
teurs de l'électricité, de même on distingue les corps en bons et en 
mauvais conducteurs du magnétisme. Les corps bons conducteurs sont 
ceux qui s'aimantent presque immédiatement d'une manière sensible, 
sous l'influence du magnétisme extérieur, et qui perdent leur aimanta- 
tion, aussitôt que cette action a été écartée. Les corps mauvais con- 
ducteurs sont ceux qui prennent difficilement l'aimantation, et qui la 
conservent ensuite d'une manière durable. On appelle /o/r^ coercitive 
cette espèce de frottement qui tend à maintenir l'état du magnétisme 
dans les mauvais conducteurs. 

Suivant Poisson, les quantités de fluide neutre qui se trouvent dans 
une particule magnétique doivent être regardées comme illimitées, 
c'est-à-dire que, avec les moyens dont nous disposons, nous ne pouvons 
entièrement séparer les deux fluides qui s'y trouvent. Il s'appuie sur 
ce fait, alors admis par les physiciens, que l'aimantation s'accroit sans 
cesse, à mesure que l'on augmente la force des aimants qui agissent 
sur le corps magnétique. 

Ce fait n'est plus admis sans contestation aujourd'hui ; on croit gé- 
néralement au contraire qu'un corps magnétique a un maximum 
d'aimantation. S'il en est ainsi, ce qui est fort douteux, on n'aurait pas 
en général à modifier les raisonnements; c'est seulement à partir du 
moment où le fluide neutre serait épuisé que les calculs devraient être 
modifiés et deviendraient beaucoup plus difficiles. La limite d'aimanta- 
tion de la particule aurait lieu quand les masses des deux magné- 
tismes concentrées en deux points atteindraient leur plus grand écart. 
Au reste, dans ce Chapitre, nous serons conduit à modifier, ces idées et 
nous n'admettrons pas la division d'un corps magnétique induit en 
particules magnétiques séparées. 

Attraction ou répulsion de V dément d'un aimant ou d'un corps aimanté. 

1. Supposons un élément d'un corps, qui renferme en égale quan- 
tité du fluide positif et du fluide négatif qui y sont séparés. On peut 
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concevoir ou que ces fluides résident à l'intérieur de l'élément ou 
que, cet élément étant conducteur, les fluides se tiennent à sa surface. 
Mais, dans les deux cas, le calcul qui va suivre reste le même. 

Cherchons l'action de cet élément sur un point P extérieur, dont les 
coordonnées sont x, y, z, et situé à une distance très grande par rap- 
port aux dimensions de l'élément. 

Soit C un point [x\ y, z) pris à l'intérieur de la molécule, et dési- 
gnons par r la distance des points C et P; nous aurons 

Supposons d'abord que l'électricité soit à la surface co de l'élément, et 
représentons par p la densité du fluide magnétique à cette surface, et 
par e/ci) l'élément de surface. La masse totale du fluide étant nulle, 
on a 



(0 



/ p ^co = o. 



Soit f la distance du point P à un point quelconque C! de la sur- 
face 0) ; soient aussi / la distance CC et a, 6, c les angles de cette droite 
avec les trois axes de coordonnées. 

Puisque /est supposé très petit par rapport à r, on pourra poser, en 
négligeant les termes en P, 

d'- d'- d^ 

I I r r /* 

; = - + -j—, Icosa 4- -J--, Icosb -H -r-;^cosc, 
r r dx' dy dz 

et, en ayant égard à l'équation (i), nous aurons, pour le potentiel du 
magnétisme par rapport au point P, 

rfi d'- d' 



V z^ 




rfi dl rfi \ 

-7- Icosa -h -J- Icosb -h -T- ^cosc J pdoy. 
dx dy dz / ^ 

GT étant le volume de l'élément, définissons des quantités A, B, G par 
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.3: 



les égalités 



/ /cosapc^ci) = Aw, I Icosbpdo} — Bfss, / /coscpûfwi^ Ccj, 



qui peuvent s'écrire, en désignant par àx\ oy\ àz' les projections de CC 
sur les axes, 

/ ox' pdfji = Acj. 1 dypd(,i ~- Bgj, / oz'pdfj) — Cgj; 



nous obtiendrons ainsi 



I 



(2) 



/ ' /■'■ 



(l- 



dl ./i 

rt.r ay az 



W est aisé de voir que les quantités A, B^ C ne dépendent pas de la 
position du point C à l'intérieur de Télément; car, par un changement 
de la position de ce point, les quantités ^x\ ly\ §5' varieraient de trois 
quantités constantes, et les intégrales se modifieraient de quantités 
qui sont nulles d'après l'équation (1). 

Si, au lieu de supposer le fluide distribué à la surface, on le suppose 
a l'intérieur de l'élément, on aura encore une formule semblable à (2); 
les quantités A, B, C, qui sont exprimées par des intégrales relatives 
à la surface (o, devront seulement être remplacées alors par des inté- 
grales relatives au volume car et, en désignant par D la densité du 
fluide magnétique, on aura 

/ oxY^dm — \xs, I à/ Udrs — Bgj, / dz'])dm — Ggj. 

Désignons par (x la masse du fluide positif, par suite, par — a celle 
du fluide négatif, de plus, par 8x^, ôy,, 8z^ et par ScTj, Sy^f Sz^ les 
coordonnées des centres de gravité du fluide positif et du fluide néga- 
tif, ces coordonnées étant prises par rapport aux trois axes transportés , 
parallèlement au point C, nous aurons 

Soit h la droite tirée du second centre au premier, et soient a, ^, 
II. 18 
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Y les angles qu'elle fait avec les trois axes de coordonnées ; nous au- 
rons 

Gj v/A* -+- B* -+- C» — Mw— iih, 

A=:Mcosa, B = Mcos{3, C = Mcosy. 

La droite h s'appelle Vaxe magnétique, et M le moment magnétique 
de l'élément. 

2. Si nous désignons par /, m, n les angles de la droite r avec les 
trois axes, nous obtenons 

v=i —^ [{x — x' ) cosa -\-{y — y') cosp + {z — z') cosy] 
=: —^ (cos/cosa -hcosmcos{3 -hcosn cosy), 

et, si nous représentons par i l'angle de r avec l'axe magnétique, il en 

résulte 

M© 

i^=^ — 7- COSI. 

Concevons que l'unité de fluide positif soit concentrée au point P; 
nous aurons, pour la composante suivant l'axe des x de l'aimant infini- 
ment petit sur ce point, 

-y- = — . Ux — 07') cosa 4- ( r — r )cos3 4- (s — -s')cosy] r- cosa 



= — - (3 cos/cos< — cosa\ 

et nous aurons de même, pour les deux composantes suivant les autres 

axes, 

d\^ Mgt.5 ^^ 

— -7- =? — — (ôcosmcosi — cosp), 
df r'^ ^ 

dv lAm ,^ , 

— ;t: — —- (3cos/i cosf — cosy). 
dz r 

Nous en concluons pour la grandeur de l'action de 'aimant sur le 
point P la valeur 



3cos'« -f- 1. 
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Attraction d'un aimant ou dUin corps aimanté sur un point extérieur. 

3. Si, au lieu d'un élément d'aimant, on considère un aimant ou un 
corps aimanté qui soit fini, mais qu'on suppose encore que le point 
sur lequel agit l'aimant soit à une distance très grande des points de 
ce corps, comparée à ses dimensions, le calcul précédent reste entière- 
ment applicable. 

Supposons ensuite que le point P ou (.r, j, z) soit un point extérieur 
quelconque. Divisons le volume de Taimant en parties extrêmement 
petites T, mais en sorte que les deux fluides positif et négatif puissent 
être considérés comme en égale quantité dans chacune de ces parties. 
Soit [x\y\ z') un point du volume t, en introduisant les dérivées par 
rapport àa^',y, z\ nous aurons, pour son potentiel. 




d'après une formule obtenue ci-dessus. 

En toute rigueur, pour obtenir le potentiel V de l'aimant entier, il 
faudrait faire la somme de toutes les quantités {^ et poser 



Vin: 




car, quelque faible que soit la distance entre les centres de gravité des 
deux fluides renfermés dans t, elle ne peut être supposée nulle. Néan- 
moins, l'élément t pouvant être pris excessivement petit, on conçoit 
qu'on ne commettra qu'une erreur, qui pourra être tout à fait négli- 
geable, en remplaçant cette somme par une intégrale, et l'on aura 




dl dl 




l'intégrale s'étendantà tous les éléments du volume de l'aimant. 
A, B, C seront les composantes du moment magnétique xM au point 
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[x\yy z'] de Taimant, et, en désignant par a, p, y les angles de l'axe 
magnétique avec les axes de coordonnées, on aura 

A=:Mcosa, B— Mcosj3, C — Mcosy. 

Désignons par X, [x, v les angles de la normale extérieure n à la 
surface a de Taimant avec les axes, nous aurons 

A '• j TA . , rdK dts A, ^d(T rdk dm 

A -r-, duy— I cos/ao" — / ~j—, - .— / M cosacosA / -j-, — ? 

d.r' J r J d.r' r J r J d.r' r 

et, en sommant les trois équations semblables, nous obtenons 

V = / M cos( M, n) --: -J (^_ -^ -^ 4- _ j _ ; 

ainsi le potentiel V se décompose en deux autres : l'un, relatif à une 
masse qui remplit le corps, et l'autre relatif à une masse superfi- 
cielle. 

Toutes les formules élémentaires qui précèdent ont été données pour 
la première fois par Poisson. 



Potentiel d'un aimant sur un autre. 

4. Désignons par H et H< deux aimants, et représentons par V le 
potentiel magnétique de H<. 

L'expression du potentiel d'un élément de volume dts de laimant II 
sera de celte forme 

r/i r/1 cll^ 

et le potentiel de cet élément sur H< sera (I*** Partie, Chap. I, n° 25) 

e/i fd^ fd'- 

Pi étant la densité du magnétisme dans dxs^^ et les intégrales étant 




THÉORIE GÉNÉRALE DU MAGNÉTISME. l4l 

étendues à tout le volume cr, de H,. On a donc 

Pour obtenir le potentiel W du corps H sur H,, il faudra ensuite in- 
tégrer cette expression pour tout le volume de II, et nous aurons 

Enfin, par une transformation employée dans le numéro précédent, 
nous aurons 

W = / (Acos> -H BcosfjL -I- Ccosv)Vé/c7 ~ / ^(tt/ "^ V-^ "^ 7^) ^^" 

5. Supposons ensuite que H et H, soient deux aimants infiniment 
petits. Nous aurons 

[x\ y, z') étant le centre de l'élément H, et si nous désignons par A,, 
B,, C| les composantes du moment magnétique de Taimant Hf, nous 
aurons a faire, dans la formule précédente, 

d). d'- d\\ 

;jr, y, 5) étant le centre de H<, et r étant la distance entre les centres 
de H et H,. 

11 en résulte la formule suivante : 

d^- d*-- d*- 

r r r 

AAi -] — j—, -4- ABi . ,, — I- AC| j , , 
du'd.r djr'dv djc dz 

d*- rf*- é/*- 

e^i rf«i ^i 

r ^^ r ^^ r 



CAi ;i — T"7 4- CBi -7 — 7-7 -h CC| -j — -j—, I 
ax ai' dy dz dz dz' j 
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Si nous plaçons Taxe de Taimant H< suivant Taxe des x, nous pour- 
rons poser 

Al — Ml, H, -_ir o, C| = o, 

et nous aurons 

/ d^^ d^'- ^^1 

Gomme on a 
il en résulte 

W ^ M. efe rf«,. i A r i - 3J'^- --lin - 3 (^r^) (T-rO B _ 3(.. - .' , (. -^ | 

Supposons maintenant Taimant H| fixe et Taimant H mobile. Alors 
la force de translation exercée par le premier aimant sur le second 
aura pour composantes 

_dS^ __dW dW 

~dx' ' dy' ' dz' ' 

Mais l'aimant H sera encore sollicité par un couple, dont seul on 
aura à tenir compte, si le centre de cet aimant est fixe. Pour calculer 
son moment autour d'un axe, passant par son centre et parallèle à l'axe 
des z, désignons par 6 l'angle que fait Taxe magnétique de H avec 
l'axe des z, et par (p l'angle d'un plan passant par ces deux axes avec 
le plan des xz; nous aurons 

A = M sin 9 cos 9, B — M sin 6 siii 9, C — M cos 9, 

et, par suite, nous obtenons, pour le moment du couple, regardé 
comme positif quand il tend à faire croître l'angle ^ , 



^ = MM 

09 

OU 



, cfcjcfcjij -3 ^ 1 — - sinôsm9H — ^ —^ ^^— ' smecos9 



Nous trouverons, par un raisonnement semblable, pour les moments 
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du couple pris respectivement par rapport à des axes menés par le 
centre de H, parallèlement aux axes des a? et des y, 

( L ' / ) 



M.^.db.|[-;,-^-;^]c 



_j ^ '. \ . 



CoFj)s dont l'aimantation est uniforme. 

6. Examinons un corps dont l'aimantation est uniforme, en sorte 
que le moment magnétique y soit, en chaque point, constant en gran- 
deur et en direction. 

Les quantités A, B, C, M du n® 3 sont maintenant constantes, et 
nous aurons pour l'expression du potentiel de ce corps 



V = M /cos(M,/i)^ 



Ainsi V est le potentiel d'une couche distribuée sur la surface a du 
corps et dont la densité est Mcos(M, n). 

•C'est ce qu'il est aisé de prouver directement. Supposons en effet 
un corps de densité uniforme p et qui remplisse l'intérieur de la sur- 
face cj. Soit /une droite dont la direction est indiquée par les angles 
a, 6, c qui déterminent la direction de l'axe d'aimantation de l'aimant. 
Déplaçons la surface a de rf/, en sens contraire de cette direction, et 
remplissons-la d'une masse dont la densité est — p. Chaque élément de 
volume prfcj du premier corps fictif aura dans le second son corres- 
pondant — pe/cy à la distance rf/et ils formeront ensemble un aimant ; 

donc ^-^ — = prf/ représentera le moment magnétique M en chaque 

point. Donc l'ensemble des deux corps fictifs a le même potentiel que 
l'aimant. 

D'autre part, ces deux corps ont une partie commune où la densité 
totale est zéro, et il reste à considérer une couche composée de deux 
parties où la densité a des valeurs égales et de signe contraire. L'épais- 
seur normale de la couche est r//cos(/, n) ; donc la densité superficielle 
est prf/cos(/, n) = M cos(M, /i). 
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Désignons par pU le potentiel du premier corps, alors 



(" - ^ -) 



sera le potentiel du second corps, pris au même point, et le potentiel 
de leur ensemble est 

On a donc la formule 

clt 

qui ramène la détermination du potentiel V au potentiel U d'un corps 
plein renfermé sous a et dont la densité est égale à l'unité. 

On aura donc pour les composantes de la force provenant du corps 
aimanté 

ax al dy ai dz dl 

si le point (or, y^ z) est extérieur. 

Si le point [oo,y^ :;) est intérieur, ces valeurs de X, Y, Z représentent 
encore les composantes de la couche que nous venons de considérer, 
mais, comme nous le verrons, ne donnent plus les composantes de la 
force de l'aimant en ce point. 

7. Sphère. — Si le point (a?, y^ z) est extérieur, le potentiel de la 
sphère dont la densité est i est 

R étant la distance du point [x, j, r) au centre de la sphère, dont le 
rayon est a. 

Supposons que cette sphère soit aimantée d'une manière uniforme 
parallèlement à Taxe des x ; en mettant l'origine des coordonnées à 
son centre, nous aurons pour son potentiel 

da; • K' 
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et l'on en conclut pour les composantes de son action sur le point 
Si le point {or,y\ z) est intérieur à la sphère, nous aurons 

et par suite nous aurons, pour les composantes de la couche magnétique 

sur ce point, 

X — — I :: M, Y — : o, Z ^zz o. 

8. Ellipsoïde. — Soit un ellipsoïde ayant pour équation 

â* "^ 't;^ "^ ? " ' ' 

le potentiel de cet ellipsoïde, dont la densité est f, a été donné 
(I** Partie, Chap. V, n** 8) et, si le point (r, v, s) est intérieur, il a pour 
valeur en ce point 



r / ;r» V»_ 5«_ \ c/s 



avec 



"-N/O-iX-i'K'-?)^ 



on peut donc écrire 

H, P, Q, S étant des constantes. Ainsi Ton aura pour le potentiel de la 
couche magnétique, si la direction /de l'aimantation est donnée par les 
angles directeurs a, p, y» 



V — — M— rr — — M( -3— cosa -h -.- cosp 4- .^ cosy j 



dl " '^^\djr 

— 2M(P.r cosa -{- Qv cosS -h Sccosy), 
II. «9 



l4^> CHAPÎTBF IV. 

et, comme on a 
il en résulte 

V — 2(PA.r ^ QB V — SC-). 

Donc les composantes de Taction de la couche sur an point intérieur 
ont pour valeurs 

elles ont des valeurs constantes et cela tient à ce que, pour rellipsoîde, 

la fonction U est entière et du second degré par rapport à x, y, z. On 

ne peut donc obtenir, en général, un aimant d'une forme donnée et 

dont Taimantation soit uniforme. 

Considérons les cas où Tellipsolde est de révolution, planétaire ou 

ovaire, et posons 

.f I 

Alors si l'ellipsoïde est planétaire, le plus petit axe c sera celui 
autour duquel le corps sera de révolution, et, en désignant par X l'ex- 
centricité de l'ellipse méridienne, nous aurons 

il en résultera 
ou 

» r\ l I — A' V^' — ^" • i\ 

P = Q = r^ —^ h ^- — —^ — arcsinX l> 



h ~ 17:1 -1- r- — - — r- — arc sm/. )• 



Si l'ellipsoïde est ovaire, il est de révolution autour du plus grand 
axe 2a, et, en désignant encore par X l'excentricité de l'ellipse méri- 
dienne, nous avons 
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il en résulte 

OU 

P^,.(.-).)(-A^-^io8i£4;), 

/\ c / " I — X* I -h/A 

9. Supposons de nouveau les trois axes de rellipsoïdc inégaux. Si 
nous voulons obtenir, sur un point extérieur (^,y, :?), l'action de son 
magnétisme distribué de la même manière, nous considérerons le po- 
tentiel U de cet ellipsoïde supposé plein et de densité i » pris en ce 
point; il a pour valeur 

OÙ la limite inférieure a est une quantité positive donnée par Téqua- 
tion 





./» V* c» 

1 *■ 1 .._— •!• 




a- -h (7 o^ -h 7 c» -h (7 


nous aurons encore 


ajc ciy dz 


et, par suite, 


m 



On aura donc, pour la composante suivant Taxe des x de Taction du 
magnétisme sur le point extérieur (x, j, s), 

en désignant par D, ce que devient D quand on y remplace s par a, et 
^ est donnée par Téquation 

2JC r X* v' 5* 1 (h 



!...»• " \ z 






,-i ,u .7,' ' /. . — _ il-r ■! 1:* !" "''.Il 



♦*^ »- ' 



^ * 



: i\- I 



^> »t :• 



îv,.^ i -*• r^s. T 



• ■# 



>i • •:• 



■ î'v 



'•I 



-1*' 



»\ " «• 



î.i 



i» 1 



V 
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or étant donné par Téquation 



^'2 V- 



a* -i- (7 ^' -h (7 

Remarque. ~ Les formules trouvées relativement à la couche magné- 
tique située sur la sphère, rellipsoide et le cylindre indéfini peuvent 
évidemment être appliquées a l'électricité induite sur ces corps sup- 
posés conducteurs par une force électrique, constante en grandeur et 
en direction. 

Paient ici d'une double couche. 

11. Supposons un aimant infiniment mince distribué sur une sur- 
face (7 et tel que Taxe d'aimantation soit partout normal à cette sur- 
face. Cet aimant est aussi désigné sous le nom de double couche, parce 
qu'on peut le considérer comme terminé par deux surfaces infiniment 
voisines, dont les éléments, situés en regard, sont chargés de masses 
égales et de signe contraire. 

Si nous désignons par M le moment magnétique en chaque point 
de or et par e l'épaisseur, nous aurons, d'après la formule qui donne le 
potentiel d'un aimant en un point P ou {x, yiz) (n** 3), en remplaçant 
l'élément de volume par er/c, 



'-JÛ- 



d7^ 



formule où r est la distance du point P à r/d et où dn est l'élément de 
normale, mené d'un côté déterminé de la surface ci que nous appelle- 
rons son côté positif \ M sera positif ou négatif, suivant que l'axe d'ai- 
mantation sera dirigé suivant dn ou en sens contraire. 

Représentons par ç la quantité Me qui s'appelle \^ puissance magné- 
tique de la double couche, et nous aurons 



"■ =fi. 



9 d(j. 



Désignons par (r, n) l'angle de dn avec la direction de r, prise dans 
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le sens de rfcr vers P, nous aurons 

' cos(/-, /t) 



V =f, î^ 



d7. 



Dans le cas où 9 est constant, on aura 



^ /*cos(r, /î) 



supposons que la surface cr soit fermée; nous avons vu (F* Partie, 
Chap. I, n** i3) que Ton a, si la normale n est menée vers l'intérieur 
de a, 

cos(r, n) 



f 



/•* 



d7 — \t, ou — o, 



suivant que le point P est intérieur ou extérieur. On a donc, suivant 

les deux cas, 

V 2= 47:9 ou =0. 

12. La quantité 

cos ( r, w ) d7 

représente, au signe près, l'angle solide infiniment petit dm qui a son 
sommet en P et qui s'appuie sur da. Convenons de regarder dm comme 
positif ou négatif, suivant que cos(r, n) sera positif ou négatif, c'est- 
à-dire suivant que l'élément d<j tournera son côté positif ou négatif au 
point P; alors on aura 

. cos(/-, n)d(j 



/•= 



= dû). 



Supposons encore que la quantité 9 soit constante, mais que la sur- 
face <j soit ouverte. Nous aurons 

Si le rayon r, mené de P à la surface cr, ne la rencontre partout qu'en 

un point, il est évident que 1 dm représente l'angle solide qui a son 

sommet en P et qui s'appuie sur le contour s de <7. Si le rayon r peut 
rencontrer la surface a en plusieurs points, circonscrivons à cette sur- 
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face un cône T ayant son sommet en P, puis menons un autre cône S 
de même sommet et qui passe par le contour de a. Il est aisé de voir 
qu'un cône d'ouverture infiniment petite» mené dans l'intérieur du 
cône S, rencontrera la surface or en un nombre impair d'éléments, pour 
lesquels la somme des quantités d(si se réduira à la première, et qu'un 
pareil cône, mené dans T en dehors de S, rencontrera la surface d en 
un nombre pair d'éléments et pour lesquels la somme des quantités ^co 
sera nulle. ^ 

M ou 9 deviendra positif, si l'on prend le côté positif de cj du côté 
du fluide positif de la double couche, et l'on aura 

V — ow, 

co étant un angle solide, positif ou négatif, qui a son sommet en P et 
qui s'appuie sur le contour de a. On en conclut ce théorème de 
Gauss {*) : 

Le potentiel d'une double couche y pour laquelle la puissance magnétique ç 
est constante, pris au point P, est égal au produit de ç par la surface sphé- 
rique w, dont le rayon est V unité y dont le centre est en P et qui est renfer- 
mée dans le cône y qui a son sommet en P et s'appuie sur le contour de la 
double couche. Et l'on regarde la surface w comme positive ou né gâtisme y 
suivant que la surface cj correspondante tourne le côté positif ou négatif au 
point P. 

On ne doit pas supposer le point P sur la surface a même, car la for- 
mule du potentiel d'un élément d'aimant, donnée au n^ 1, n'a été 
prouvée qu'en supposant le point P à une distance très grande par rap- 
port aux dimensions de cet élément. 

Supposons deux points P et P', situés sur une même normale à <7, 
de part et d'autre de cette surface et k une distance infiniment petite. 
Nous aurons, pour le potentiel en P, 



V^ 



?«; 



quant à l'angle solide, dont le sommet est en P' et qui s'appuie sur le 
contours, il est égal à 4'^ — (>>f k un infiniment petit près: mais 



( *) All^cmeine Théorie des Erdmngnethtnux, § 38 (OEuvret de Gauss, t. V). 
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coiniiH' le cotr dr la siirl'acc est i\c si^nc coiilrairr |)()iir P, il laiil 
prendre |)oiir cet ani^le l'expression - \t, — co); on a donc, il un infi- 
niment petit |)r('s, |)our le potenti(d en P\ 



> - - i I t: m ) o 
Il en résnite 



/ 



Il est facile de reconnaiti'e ([ne les dérivées de V ne chanj^ent pas 
l)rus(|nenient, quand le |)oint V [)asse(run côté à Tautre de la surface. 
Kn ell'el, si Ton désiiiue, en général, |)ar c la densité (TniK^ couche et 
|)ar (///, d/i' iliis éléments de normale, menés de part et (rautr(^ de la 
sui'face, nous savons (jne Ton a 



(In du' 



f 



Or p est actu(dlcmeiit nul ; on a donc 



(In (l/i 



e(, |)ar suite, les dérivées de \ varient [)artout (rune maïiière con 
tinue. 



I ,1 .F 



I I I l 'I , '/;. '/7\ 

Valeur (le Vintè ivraie 1 1 f \ A , , r- B , i- C , , J dv' dy dz' 

«^ ,',',' ^ (f.i (ly i/z / 

étendue à une portion très petite d'un aimunt, le noint ( ^S.v, z) étant 
pris à son intérieur. 

1)5. La foi'mule du n" ^ 

\ \ \ /, W /, ; C /■ )rlr'<tv'(tz' 

a été établie en supposant (jue le [)oint (,r, v,:;), en lequel on prend le 
potentiel, est extéiieui* au corps aimanté; car la formule (|ui donne le 
potentiel d'un élément d'aimant suppose le point (r, y, z) à une dis- 
tance très grande par ra|)port aux irnuensions de C(»t élément. 
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Nous aurons besoin néanmoins de connaître la valeur de cette inté- 
grale étendue à une portion très petite d'un aimant, dans laquelle se 
trouve le point(x, y, 5). Désignons par (^sa valeur, et par M le moment 
magnétique; nous aurons, comme au n"* 3, 

r -7 M ces i M, n ) -, ^J (-^- 4- ^^, -f- -^-j - • 

Quand le volume ts devient extrêmement petit, la seconde intégrale 
étendue à ce volume devient négligeable vis-à-vis de la première. On 
peut aussi supposer que, dans ce volume, M est sensiblement constant 
en grandeur et en direction ; on a ainsi 

(a) s—Ml cos(M, n) — • 

V est donc identique au potentiel d'une couche, dont la densité est 
M cos(M, n) ; cette couche représente le fluide magnétique qui se trouve 
effectivement à la surface de ce petit aimant. 

L'intégrale (a) a été calculée (n^ 7, 8) dans les cas où cr est une 
sphère ou un ellipsoïde. 

Si T est une sphère, en prenant des axes arbitraires, on a 

et l'on obtient, pour les composantes de la force s'exerçant sur(j?, y, z) 
qui résulterait du potentiel v, 

Si la surface cj est un ellipsoïde, on a 

r -u(PA.r-+-QBv-4-SC;;), 

et les composantes de la force correspondante sont 

X=-2PA, \~z^2QB, Z^:-2SC. 

11. Concevons ensuite un aimant ayant la forme d'un cylindre, dont 
II. 20 



1 )/i 
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les dimensions son! 1res petites et donl le rayon de la hase soit néan- 
moins très f^rand par rapport à la hauteur. Supposons, de plus, les 
hases du eylindre perpendieulaires à Taxe d'aimantation. 

Bien que la formule (a) ne donne pas h» potentiel de cet aimant sui- 
un point intérieur .r, v, z], ealeulons la foi'ce qui résulterait sur ce 
point de l'expression de e prise pour le potentiel. 

lîn plaçant Taxe des v suivant Taxe d'aimantation, on aurait, pour 
cette force, 

:_. M / «'OSi M, // ) ' f/7. 

.v' étant Tahscisse de Tune ou l'autre» hase. Dési^^nons par h la hauteur 
du cylindre, par // la distance du point à la hase la plus rapprochée de 
l'origine et, adoptant des coordonnées polaires, remplaçons (h par 
Rr/Rr'/O; désignons aussi par/*, et /^ h's distances du point attiré à un 
point de la preniière et de la seconde hase. Nous aurons cosi^ M, n —zç: i , 
et .!• — y = u ou u •— /^ et il en résulteia 



fl.r 



• 11 •' \ ' 



/H, 



R' étant le ravon de la hase du cylindre. On a ensuite 






« 1 

• U 



• Il 2 



i\{ 



D'après cela, on a 



// 



I _ 7 



-^ H- 









- ir.M 



i( 



\n 



R - 






R- 



et, si Ton suppose R' très grand par rapport à /i, cette formule se ré- 
duit à 

Si nous prenons ensuite des axes quelconques, nous aurons, pour 
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les composantes de cette force, 

X ir. - 47:A, \^- /JttB, Z = 47:C. 

On obtiendrait les mêmes valeurs pour X, Y, Z, si, au lieu d'un 
cercle, on prenait un rectangle pour la base du cylindre. 

Induction magnétique. 

15. Poisson a, le premier, traité le problème de l'induction magné- 
tique et déterminé les équations de ce problème {Mémoires de l'Acadé- 
mie des Sciences, t. V, 1821-1822). On a donné souvent, sur sa mé- 
thode, des indications tout à fait inexactes. Nous allons la rapporter 
avec des simplifications, puis nous la modifierons successivement. La 
forme des équations d'induction sera conservée, mais les idées phy- 
siques seront changées. 

Supposons un corps magnétique H de forme quelconque, et dont la 
force coercitive soit nulle, et plaçons-le en présence d'aimants, en 
sorte que ce corps devienne aimanté par influence. 

Admettons d'abord avec Poisson que le corps H soit formé d'un as- 
semblage d'éléments magnétiques, séparés les uns des autres par des in- 
tervalles où ne pénètre pas le magnétisme. La séparation des deux 
fluides positif et négatif se fait dans chaque élément sans obstacle. Les 
parties séparées des deux fluides sont très petites par rapport à la tota- 
lité du fluide neutre. Les portions de fluides séparés se transportent à 
la surface de l'élément magnétique, où elles forment une couche très 
mince par rapport à l'élément même. 

16. Nous avons, pour le potentiel d'un corps aimanté, de même que 
pour celui d'un aimant, l'expression 



f/ di di 




(.) Vu-. 



(Ira étant l'élément de volume du corps, et, d'après ce qui a été dit, 
celte valeur de V n'est exacte qu'autant que le point P ou {x,y, z), où 



I 
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Ton prend le potentiel, ne se trouve pas renfermé dans la masse du 
corps aimanté. 

Supposons donc que le corps H soit isotrope, et cherchons à déter- 
miner, pour un point intérieur P, les composantes de la force qui pro- 
vient du magnétisme de ce corps. 

Autour du point P décrivons un volume ç^, extrêmement petit par 
rapport au corps H, mais qui puisse néanmoins être considéré comme 
renfermant un nombre extrêmement grand d'éléments magnétiques. 
Nous partageons ainsi le corps H en deux parties, Tune v et l'autre H, 
extérieure à r. 

Désignons par X, Y, Z les composantes de la force provenant de H,, 
et par X,, Y,, Z, les composantes que donnerait la partie r, si son po- 
tentiel était exprimé par la formule (i). Alors, V désignant l'inté- 
grale (i) étendue à tout le volume du corps H, nous aurons 

Ici Poisson fait une inadvertance (p. 298) : « Comme la forme de v 
est arbitraire, dit-il, nous supposerons que v soit une sphère, qui ait 
son centre au point P, afin de pouvoir effectuer immédiatement les in- 
tégrations relatives à sa surface. » 

La {ovcQ fictwe, dont les composantes sont XoY<,Z<, dépend, au 
contraire, de la forme de la surface qui limite v\ supposons avec Pois- 
son que cette surface soit une sphère; nous aurons (n° 13) 

X,=-~|7rA, Y,=. -JtiB, 7.,^-^,t:C. 

Il reste à considérer l'action vraie de la partie v sur le point P, dont 
nous désignerons les composantes par Xj, Y2, Z^. Représentons aussi 
par U le potentiel du magnétisme renfermé dans les masses induc- 
trices. La somme des composantes, suivant l'axe des x^ des forces qui 
sollicitent le point P est 

d\} dW . ^ ^ 

djc dx ' 

et il faut, pour l'équilibre, que cette somme et les deux autres sembla- 
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bles soient nulles. On a ainsi ces trois équations 

dV d\ . 

17. Comme le corps H est isotrope, la forme qu'il est le plus naturel 
de supposer à l'élément magnétique est celle de la sphère. 

Nous avons d'abord supposé que le volume sphérique v^ quoique 
excessivement petit par rapport au corps H, renferme un grand nombre 
de particules magnétiques et, en négligeant des quantités très petites, 
par rapport aux quantités conservées, nous avons obtenu les valeurs 
ci-dessus de X,, Y|,Z<. Mais nous pouvons remarquer maintenant que 
nous obtiendrons, pourX^, Y,, Z,, les mêmes valeurs, si nous suppo- 
sons que le volume v ne renferme plus qu'un élément magnétique. 
Ainsi, il n'y a plus qu'à calculer les valeurs de Xj, Y^, Zjj, relatives à 
un élément. 

En définitive, il nous suffît de considérer l'équilibre d'un de ces élé- 
ments; mettons-y donc le point P. 

Désignons par k le rapport de la somme des volumes des éléments 
magnétiques au volume total du corps; k est donc \n\ nombre plus 
petit que l'unité. Prenons le volume v égal à celui de l'élément ma- 
gnétique multiplié par rj en sorte que le volume de cet élément sera 

représenté par k^\ 

Nous avons supprimé un aimant fictif de volume ^, et nous devons le 
remplacer par un aimant vrai de volume k\^, qui doit avoir la même 
action sur tout point situé a une distance finie; mais l'action du 
dernier doit être plus grande au point P, situé à l'intérieur du vo- 
lume kv. 

Pour calculer X2, Yj, Z^, remarquons que les trois premiers termes 
des équations (2) sont sensiblement constants dans l'intérieur du vo- 
lume kv\ il en est donc de même de X^, Ya, Z^. Or ces quantités seront 
constantes, si l'on suppose la surface sphérique de ce volume recou- 
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verte de la couche calculée au n** 6, et, si Ton désigne par A', B', C les 
composantes du moment magnétique M' de cette couche, on aura 
(n«7^ 

L'aimant de volume ki^ doit être de même force que l'aimant de vo- 
lume ^ à une distance finie. Il en résulte que A', B', C sont proportion- 
nels à A, B, C et que la quantité Mç^ du second aimant est égale à la 

quantité M'^^ du premier et, par suite, on a M'— ^; on a donc 

\ R r 

X-- *T-. Y- *- 7- k-rr. 

1 — 3 ^ T. ' * * — "'*' '" 7- ' * — ^ "* /• 

Remplaçons dans les équations (2) et nous aurons 

.QX ^^' ^ 4 B, 

du cTV , C 

Je crois avoir reproduit très fidèlement la théorie de Poisson, bien 
que j'en aie simplifié beaucoup l'exposition. 

18. Les éléments magnétiques de Poisson ne sont pas les molécules 
du corps, comme le dit Maxwell, qui d'ailleurs, d'après tout ce qu'il en 
rapporte, n'a évidemment pas lu le Mémoire de ce grand géomètre. 
Néanmoins l'expérience ayant donné pour k une quantité très voisine 
de l'unité, quand le corps magnétique est le fer doux, il en résulte que 
la théorie de Poisson est très improbable, prise dans son intégrité. 

En réfléchissant à cette question, il semble difTicile d'admettre qu'on 
puisse considérer les volumes ç' de la démonstration précédente, sans 
que leur forme soit choisie, de telle sorte que tous les volumes ^ puis- 
sent remplir entièrement le corps H. On ne peut, d'après cela, leur 
donner la forme sphérique. Nous diviserons donc le corps en espaces r, 
ayant la forme de parallélépipèdes curvilignes infiniment petits, qui 
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non seulement remplissent tout le volume H, mais tels encore que 
chaque élément du corps renfermé dans un volume i' puisse être assi- 
milé à un aimant infiniment petit. Pour cela, choisissons ces parallélé- 
pipèdes, de manière que leurs bases soient perpendiculaires à Taxe 
d'aimantation; supposons, de plus, que la hauteur qui est dirigée sui- 
vant cet axe soit très petite, par rapport aux deux autres dimensions, 
et adoptons la théorie de Poisson avec cette modification. 

Si le potentiel de l'aimant renfermé dans v était donné par la for- 
mule (i), on aurait, pour les composantes de son action sur le point P 
^nM4\ 

Par analogie avec ce qui précède, supposons que l'espace i^ renferme 
un espace vide de magnétisme et que le véritable aimant qui s'y trouve 
soit composé de deux couches parallèles aux bases de c^, mais que leur 
distance soit à la hauteur de ^^ dans le rapport dekk i, k étant < i , et 
nous aurons 

X,rr:-47rA', Y,i -47rB', Z, ---47rC', 

A', B\ C étant les composantes du moment de cet aimant. Ensuite cet 
aimant doit avoir la même force que le premier cylindre, à une dis- 
tance finie. En raisonnant donc comme précédemment, on trouvera 

(4) \^---- ^\r,j> Y,^ 471^, Zj : 47^^^- 

Remarquons enfin qu'il n'est pas nécessaire de supposer qu'il existe 
un espace vide de magnétisme neutre entre les bases des cylindres qui 
se suivent dans la direction de l'axe magnétique; nous ne ferons donc 
pas cette hypothèse inutile. Il nous suffit d'admettre que la force sur 
le point P, qui provient du magnétisme renfermé dans v, est de même 
direction que la force (X,, Y,, Z^) et qu'elle lui est proportionnelle, et 
l'on obtient ainsi les équations (4)- 

Il n'y aura maintenant aucun empêchement à ce que k soit très 
voisin de l'unité et, de plus, le coefficient k est défini d'une manière 
bien précise. 

Ainsi nous avons, au lieu des équations (3) de Poisson, ces équa- 
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lions de même forme 

dH d\ , '-^p _ 

, -T 7— -^47: -. — L O. 

dz dz k 

19. Si l'on suppose le corps H non seulement isotrope, mais encore 
homogène, k sera constant. Multiplions les équations (5) respective- 
ment par dxf dy^ dz et ajoutons; nous aurons 

Il résulte de cette équation que kdx -\-^dy \- Cdz est une diffé- 
rentielle exacte et, en posant 

(6) d(^ — A djc -h B dy -h C dz, 

on aura 

d[] -h dV -Jr ^r. — 7— do — o. 

Intégrant et remarquant que la constante d'intégration peut être 
censée comprise dans 9, on obtient 

I - k 

(7) l.^-V-h-ir -9 — 0. 

Les potentiels U et V satisfont aux équations 

cela est évident pour la fonction U; démontrons-le pour la fonction V. 
La formule (i) peut être ainsi transformée 

V r- / (A ces A H- B cosu -h Ccosv) ; ( -— - 4- -j-; -h -7-; 1 — 

J '^ r J \d.r' df dz'J r 

. Le A de la première intégrale est nul, et le A de la seconde, qui re- 
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présente le potentiel d'une masse s'obtient par une formule connue. 

On a donc 

... , /rfA dïi dC\ 

Diflerentions les équations (j) respectivement par rapport a a-, j, z 
et ajoutons; nous aurons 

^A dn ciC 

cix dy az 

par suile, aussi AV = o. 

Il résulte de l'équation (7) qu'on a aussi 

A9 =^ o. 
D'après la formule (6), on a 

doV av az 

donc la formule (1) devient, si l'on désigne toujours par x\ y\ z les 
coordonnées de l'élément dxs^ 



I 1^9 _!: 

J \dx' djo' 



y^ f V-r,^.^^^^-^^_^M^. 



D'après une formule connue (!'* Partie, Chap. I, n° 10), on a, en 
désignant par dn' l'élément de normale intérieure à la surface c qui 
termine H, 

/Vdu dv du dv du dv\ , Ar ^'^ j C k j 

et, en faisant « = ^, f = -> on a 



(8) 



v = -nâ-"- 



Les quantités Y et ç sont deux fonctions inconnues déterminées par 
les équations (7) et (8). Ces deux formules ont été données par Pois- 
son, sauf la différence de valeur du coefficient qui entre dans (7). , 
r II. 21 
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Posons 

, l — k I 

47: — V— — -> 
a: y 

et nous aurons, pour les deux équations (7) et (8), 

(9) U-^V:--j9, 

il résulte de la seconde que V est identique au potentiel d'une couche 
distribuée sur la surface a. On peut vérifier que la masse totale de 
cette couche est nulle; en effet, on a 

•r/(U-hV) 



/•r/(U -h V , 



d'après le théorème de Gauss (P* Partie, Chap. 1, n° 12). 

20. Pour résoudre les deux équations (9) et (ro), désignons par V, 

la valeur que prend cette expression de V pour un point extérieur à la 

surface a. La fonction V< sera identique à la fonction V fournie par la 

formule (i) et prise pour ce même point. En effet, ces deux fonctions 

auront la même valeur sur la surface a et satisferont à l'extérieur aux 

équations 

AV T^ o, AV, irz o 

et, en général, aux conditions d'un potentiel d'une masse renfermée 
sous a. 

Nous aurons ensuite deux formules pour représenter la densité de la 
couche correspondant aux potentiels intérieur et extérieur V et V, : 
la formule générale connue et celle qui résulte de la formule (ïo); 
nous aurons donc 

, , I /dV, dV\ c/(U-nV) 

('') ^'^- VnKdJ^ ^- dn')-~y^-'^ 

il en résulte cette condition à la surface 

, .rfV rfV, , rfU 
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V et V< ont la même valeur à la surface a et satisfont, de plus, à cette 
équation de condition, ce qui les détermine complètement, sachant 
qu'ils satisfont aux équations AV = o, AV, = o. Quand on les aura ob- 
tenus, on aura p par (ii) et ç par (9). 
Nous appellerons y le coefficient d'induction magnétique. 



Induction d'un corps diamagnétique, 

21 . Considérons un corps diamagnétique, mis en présence d'aimants, 
et essayons d'adopter pour son induction les mêmes équations que 
pour un corps magnétique. Si l'on pose, en général, comme précédem- 
ment, 

47:(i - A) _ I 

la première équation (5) du n*' 18 deviendra 

(d\} d\\ , 

Or, comme pour un corps diamagnétique l'aimantation se fait en 
sens contraire de ce qu'elle serait dans un corps magnétique, A, B, C 
auraient donc des signes contraires a ceux qu'ils ont dans un tel corps. 
Il faudrait donc supposer y négatif ou * > i. Mais, même en adoptant 
pour ^ la signification très générale à laquelle nous nous sommes arrêté 
(n** 18), il serait impossible d'admettre que k pût avoir une valeur plus 
grande que l'unité. 

Remarquons ensuite que les propriétés des corps diamagnétiques ne 
sont pas changées, si on les place dans le vide au lieu de les laisser 
dans l'air, et, d'après cela, admettons que l'éther extérieur au corps 
diamagnétique est un milieu magnétique. 

Nous avons obtenu (n° 19J les deux équations 

y 

Soient maintenant y, et y^ ce que devient y pour le corps magné- 
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ïi(|in* i'{ |)Oiir Trllirr fxtriit'ur. Alors nnu< devons reniphicrr la drr- 



' -y-) 



n\ 



•./ l \ 'h 



'lu 



r. I 



lin /• 



(Ml (lésii.Miaîit |)ar V, la valciir (!♦• V ii rcxtriiriir. D'après celle foriDuIe, 
V est é^'al au polriilicl d'iiiie cniirlir, dont la densité z est donnée par 
ces deux exprrs-^ioii^ 



,_ (VA-, 



./// 






flA V 



'^' fin " 



et, eonjiiM' les dérivées de \ varimt d'une nianii're continue à travers 
la surface 7, on en conclut 



' (lu 



i I 



/ _, 



l'-/i 



dn' 



Posons 



I Itt/ 



'i ~7 j 



la (juanlilé y jouera le même rôle (|ue précédemmcMit. Nous aurons, en 
ellel, 



7 






(i 1-7) 



el, en remi)Iaeant dans (a , 



rd{\ -V) ./cr 



Y sera positif ou négalif, suivant (|ue 7, sera plus grand ou plus petit 
(|ue Y-'* **^ '^* corps sera maiiiiéli(|ue ou diamagnélique suivant ces 
deux cas. 

Di's (|ue nous considéi'ons Téther extérieur comme un milieu magné- 
ti(|ue, il est évident (^ril n'v a plus lieu de regarder un corps magné- 
li(jue ('oinme composé d'éléments mai^Miélicjues, séparés par des inter- 
valles (|ui ne renlerment pas d(^ magnétisme. C'est, en effet, une 
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hypothèse dont nous nous sommes déjà afTrancliis. Mais il y a lieu, de 
plus, d'admettre que, dans tout corps appelé magnétique ou diamagné- 
tique, c'est Téther qui est magnétisé, et dont l'état indiqué par le coeffi- 
cient Yi change par l'influence des molécules du corps. 

Pour les corps fortement magnétiques, y, est très grand en compa- 
raison de Ya» et l'on peut regarder y comme sensiblement égal à Yi- 



Sur rinduction magnétique d'un corps cristallisé. 

22. Admettons que les flux de force qui proviennent du magnétisme 
se propagent de la même manière que les flux de chaleur. 

Supposons un corps cristallisé influencé par des actions magnéti- 
ques et désignons par X, Y, Z les trois flux de force qui traversent trois 
éléments de plan passant par un même point de ce corps et parallèles 
aux plans de coordonnées, ces flux étant estimés par unité de surface. 
Ces trois flux, qui représentent les composantes de l'action magnétique, 
ne seront pas, comme dans les corps isotropes, les dérivées par rapport 
h x^y, z d'une même fonction. Mais admettons que ces flux sont des 
fonctions linéaires de ces trois dérivées, ainsi que cela a lieu pour les 
trois flux de chaleur correspondants. ( Voir Lamé, Théorie analytique de 
la chaleur^ 3* Leçon.) Posons, en conséquence, 

-, d\ ^d\ dV 



dx dy ' dz^ 

dx ^ dy ' dz ' 

les coefficients a, p, . . . étant constants. 

L'équilibre d'un parallélépipède infiniment petit dont les faces sont 
parallèles aux plans de coordonnées conduit a l'équation 

d\ d\ M 
et, quand mcmc il existerait d'autres forces, elles ne changeraient pas 
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tique cl pour rétlier extérieur. Alors uous devons remplacer la der- 
nière formule i)ar la suivante 



(y-) 



7 



■I 



'f/(l -V) fh 
(ht' r 



( 



-'^d ,ln 






en désii^nant par V, la valeur de V à rc^xtérieui*. D'après eetle formule, 
V est égal au potentiel d'une couche, dont la densité p est donnée par 
ces deux expressions 



1 /V/V, fl\ 



"' \t\ fin ' </// ' '' 



'l{\ 



hi 






et, comnu' les dérivées de» V varient cruiu' mani(M'e continue à travers 
la surface 7, on en conclut 



(• 






V,) 



Posons 



»^/ 



(• • i-'/i^ 






(ht' 



la quantité y jouera h^ même rôle (juc précédcMunuMit. Nous aurons, en 
ellcl, 

1 ! ir-/,' 



7 






\ ) 



In' 



et, en remplaçant dans (a). 



'^ 1 fin' r ' 



Y sera positif ou négatif, suivant (\uc y, s(Ma i)lus grand ou plus petit 
(|ue y., et le corps sera magnéti(|ue ou diamagmHique suivant ces 
deux cas. 

Dès (|ue nous considérons Téther exlérieui* comme un milieu niagné- 
ti(jue, il est évident (|u'il n'v a plus lieu de regarder un corps magné- 
ti(iue comme composé d'éléments magiuHiijues, séparés par des inter- 
valles qui no renlèrnu'nt ])as de magnétisme. C'est, en effet, une 
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hypothèse dont nous nous sommes déjà affranchis. Mais il y a lieu, de 
plus, d'admettre que, dans tout corps appelé magnétique ou diamagné-' 
tique, c'est l'éther qui est magnétisé, et dont l'état indiqué par le coeffi- 
cient Y< change par l'influence des molécules du corps. 

Pour les corps fortement magnétiques, y< est très grand en compa- 
raison de Ya, et l'on peut regarder y comme sensiblement égal à Yi. 



Sur rinduction magnétique d'un corps cristallisé. 

22. Admettons que les flux de force qui proviennent du magnétisme 
se propagent de la même manière que les flux de chaleur. 

Supposons un corps cristallisé influencé par des actions magnéti- 
ques et désignons par X, Y, Z les trois flux de force qui traversent trois 
éléments de plan passant par un même point de ce corps et parallèles 
aux plans de coordonnées, ces flux étant estimés par unité de surface. 
Ces trois flux, qui représentent les composantes de l'action magnétique, 
ne seront pas, comme dans les corps isotropes, les dérivées par rapport 
à a?, y, s d'une même fonction. Mais admettons que ces flux sont des 
fonctions linéaires de ces trois dérivées, ainsi que cela a lieu pour les 
trois flux de chaleur correspondants. [Voir Lamé, Théorie analytique de 
la chaleur^ 3*^ Leçon.) Posons, en conséquence, 

X=: «—4- e^-^4- —, 

dx dy ' dz^ 

les coeflicients a, ^, . . . étant constants. 

L'équilibre d'un parallélépipède infiniment petit dont les faces sont 
parallèles aux plans de coordonnées conduit à l'équation 

, , ^X dY dZ 

(^) Tû-'dy-'-d-z^''^ 

et, quand même il existerait d'autres forces, elles ne changeraient pas 



iG 
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li(|ue el pour Tétlier oxtrrieur. Alors nous drvons rempincrr la der- 
nière formule par la suivante 



(^) 



'h 



I 



f/ft' r 



/■•/ 



tin r 



en (lésii^nant par V, la valeur de Y à Texlérieur. D'après eetle formule, 
V est égal au potentiel d'urie couche, dont la densité c est donnée par 
ces deux expressions 



<ln (h, ' '^' V///' 



\' 



7: 



(in 



et, comme les dérivées de U varient d'une manii're continue à travers 
la surface -7, on en conclut 



(• 






/ 



du 



(ï - -l-'/i 






Posons 



I ::•/ 



• i-'/i 



la (juantilé y jouera le même rôle que? précédemment. Nous aurons, en 
ellel, 

7i -y-i 



7 



1 - /it:/. 



(' • •♦'7) 



r/(i: -V) 



et, en remplaçant dans (a). 



w 



V/(i:-^ V) ^/cr 



(^/// 



/■ 



Y sera positif ou négatif, suivant (|ue y, sera plus grand ou plus petit 
(|ue Yj» tî^ l^' corps sera magnéti(|ue ou diamagnétique suivant ces 
d(Hix cas. 

Dès que nous considérons rétliei' extérieur comme un milieu magné- 
ticjue, il est évident qu'il n'y a plus lieu de regarder un corps magné- 
ti(jue comme composé créléments nuignéti([ues, séparés par des inter- 
valles qui ne renferment pns de magnétisme. C'est, en effet, une 
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hypothèse dont nous nous sommes déjà affranchis. Mais il y a lieu, de 
plus, d'admettre que, dans tout corps appelé magnétique ou diamagné- 
tique, c'est l'éther qui est magnétisé, et dont l'état indiqué par le coeffi- 
cient Y< change par l'influence des molécules du corps. 

Pour les corps fortement magnétiques, y< est très grand en compa- 
raison de Y2, et l'on peut regarder y comme sensiblement égal à y<. 

Sur (^induction magnétique d'un corps cristallisé. 

22. Admettons que les flux de force qui proviennent du magnétisme 
se propagent de la même manière que les flux de chaleur. 

Supposons un corps cristallisé influencé par des actions magnéti- 
ques et désignons par X, Y, Z les trois flux de force qui traversent trois 
éléments de plan passant par un même point de ce corps et parallèles 
aux plans de coordonnées, ces flux étant estimés par unité de surface. 
Ces trois flux, qui représentent les composantes de l'action magnétique, 
ne seront pas, comme dans les corps isotropes, les dérivées par rapport 
à x,y, 5 d'une même fonction. Mais admettons que ces flux sont des 
fonctions linéaires de ces trois dérivées, ainsi que cela a lieu pour les 
trois flux de chaleur correspondants. ( Voir Lamé, Théorie analytique de 
lachaleuTy 3* Leçon.) Posons, en conséquence, 

X- a— -+- 3— ^ —, 

dx dy '^ dz^ 

les coefficients a, ^, . . . étant constants. 

L'équilibre d'un parallélépipède infiniment petit dont les faces sont 
parallèles aux plans de coordonnées conduit à l'équation 

^X dY dZ 

(^> dj-'-dy-di'-'''^ 

et, quand même il existerait d'autres forces, elles ne changeraient pas 
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tique et pour Téther extérieur. Alors nous devons remplacer la der- 
nière formule par la suivante 

en désignant par V< la valeur de V à l'extérieur. D'après cette formule, 
V est égal au potentiel d'une couche, dont la densité p est donnée par 
ces deux expressions 

P "" "47r V dn "^ dn') ~ ^' dn! "^ ^^ t//i 

et, comme les dérivées de U varient d'une manière continue à travers 
la surface a, on en conclut 

Posons 

la quantité y jouera le même rôle que précédemment. Nous aurons, en 
effet, 

yi — y» 

y =^ - — 7- - j 
' I -h 47ryi 

et, en remplaçant dans (a), 

^^J dn' r ' 

y sera positif ou négatif, suivant que y< sera plus grand ou plus petit 
que Ya, et le corps sera magnétique ou diamagnétique suivant ces 
deux cas. 

Dès que nous considérons l'éther extérieur comme un milieu magné- 
tique, il est évident qu'il n'y a plus lieu de regarder un corps magné- 
tique comme composé d'éléments magnétiques, séparés par des inter- 
valles qui ne renferment pas de magnétisme. C'est, en effet, une 
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hypothèse dont nous nous sommes déjà affrancliis. Mais il y a lieu, de 
plus, d'admettre que, dans tout corps appelé magnétique ou diamagné- 
tique, c'est l'éther qui est magnétisé, et dont l'état indiqué par le coeffi- 
cient Y, change par l'influence des molécules du corps. 

Pour les corps fortement magnétiques, y, est très grand en compa- 
raison de Ya» et l'on peut regarder y comme sensiblement égal à Yi. 

Sur rinduction magnétique d'un corps cristallisé. 

22. Admettons que les flux de force qui proviennent du magnétisme 
se propagent de la même manière que les flux de chaleur. 

Supposons un corps cristallisé influencé par des actions magnéti- 
ques et désignons par X, Y, Z les trois flux de force qui traversent trois 
éléments de plan passant par un même point de ce corps et parallèles 
aux plans de coordonnées, ces flux étant estimés par unité de surface. 
Ces trois flux, qui représentent les composantes de l'action magnétique, 
ne seront pas, comme dans les corps isotropes, les dérivées par rapport 
à x^y, z d'une même fonction. Mais admettons que ces flux sont des 
fonctions linéaires de ces trois dérivées, ainsi que cela a lieu pour les 
trois flux de chaleur correspondants. ( Voir Lamé, Théorie analytique de 
la chaleur^ i* Leçon.) Posons, en conséquence, 

d\_ d\ d\ 

dx dy ' dz^ 

y^^^dV dV dV 

les coefficients a, p, . . . étant constants. 

L'équilibre d'un parallélépipède infiniment petit dont les faces sont 
parallèles aux plans de coordonnées conduit à l'équation 

d\ d\ dZ 

^ d.v dy dz 

et, quand même il existerait d'autres forces, elles ne changeraient pas 
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ces flux, de sorte que les équations (i) et ( 2) subsisteraient, et l'on en 
conclut 

(3) { 

Les coefficients de cette équation se changent par une transforma- 
tion de coordonnées comme ceux de l'expression 

et l'on peut choisir les nouveaux axes de manière que les coefficients 
dey5, zx, xy soient nuls : alors l'équation (3) se réduira à la forme 

que nous représenterons, comme nous l'avons déjà fait (f* Partie, 
Chap. IV, n*> 26), par 

et, comme pour ce système d'axes, on a 

les formules (i) deviennent 

-, dW dW dW 

X = — a -r — h w :> h /w -j , 

dx ay az 

dW ^dV ,dV 
dx dy dz 

„ dV .dV dV 

L ^^- — m -j l -, c -f- • 

dx dy dz 

23. Dans la plupart des cristaux, la propagation de la chaleur se fait 
de la même manière dans deux directions opposées ; dans ces mêmes 
cristaux les flux magnétiques se propageront aussi de la même manière 
dans deux directions contraires, et l'on aura /= o, m = o, tî = o, en 
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sorte que ces expressions prendront cette forme beaucoup plus simple : 



dx dy dz 



Posons 



R^v^(^-^'r+(7-/)*-+-(5-^')% 



(4 ''^\ " -H '' / ' -h- ^; 

y a 6^ 6* 

alors, d'après ce que nous avons vu dans l'endroit cité, X, Y, Z seront 
les composantes d'une force qui provient d'une masse agissant sur le 
point (^, j% z), la loi élémentaire de cette action étant que la force 
que l'élément de masse [jl exerce sur ce point est dirigée suivant la 

droite qui les joint et a pour grandeur — tx ; de plus la valeur de V est 

de la forme 

(5) V=/P-^^. 

x\ y\ z' étant les coordonnées de l'élément de volume dxs et p sa den- 
sité. 

Nous bornant maintenant aux cristaux, dans lesquels la propagation 
de la chaleur se fait de la même manière pour deux directions con- 
traires, nous pouvons substituer à l'hypothèse contenue dans les équa- 
tions (1) celte autre que l'action entre deux particules magnétiques m 
et m! a pour grandeur 

cette action étant attractive ou répulsive suivant que les deux fluides 
sont de signe contraire ou de même signe. 

La masse à laquelle se rapporte l'intégrale (5) étant formée des deux 
fluides magnétiques qui peuvent être considérés comme en égales 
quantités dans tout élément de cette masse, il faut transformer cette 
intégrale par un calcul semblable à celui des n^' i et 3 et l'on trouvera 
qu'elle peut se mettre sous cette forme 




(G) V=^- / \aK^,+bB-j-,-^ci: 



d\\ 
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r étant toujours donné par la formule i et A, B,C étant des fonctions de 
x\ y. z. Toutefois cette dernière formule suppose le point x, v, z' 
extérieur au cristal H, mais placé dans une substance identique à ce 
cristal et qui y est continue. 

i\. Cherchons les composantes de toutes les forces qui sollicitent 

un point intérieur P ou r, v, z du cristal induit H. 

Le potentiel U des masses inductrices doit satisfaire à l'intérieur 

de H à réquation 

AT =o, 

et les composantes de la force correspondante sont 

dju ci Y dz 

Regardons d'abord U comme une fonction donnée à l'intérieur du 
cristal ; nous verrons plus loin comment on pourra la déterminer, les 
masses inductrices étant données. 

Il reste à déterminer l'action du corps H sur le point P. 

Partageons l'expression (G) en trois parties correspondant aux 
trois termes soumis au signe d'intégration. Examinons d'abord la pre- 
mière partie 



(7) 



/ dl 

I . r , i\ . dG rd\ drs 



elle se déduit de (G) en faisant B = o, C = o, et elle peut être con- 
sidérée comme correspondant à une masse magnétique dont l'axe 
d'aimantation est dirigé suivant Taxe des x et dont le moment ma- 
gnétique est aA. 

Partageons l'intégrale du premier membre en deux parties : l'une 
relative à un cylindre de dimensions très petites, qui renferme le point 
P et dont la hauteur, très petite néanmoins par rapport aux dimensions 
de la base, soit dirigée suivant l'axe des x^ l'autre partie relative au 
volume restant du corps H. Appliquons la formule (7) au volume du 
cylindre, en désignant par v ce que devient le premier membre. La 
seconde intégrale du second membre sera négligeable vis-k-vis de la 
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première, et il restera 

(/étant la base la plus éloignée, (s\ la plus rapprochée de l'origine des 
coordonnées, ret r, les distances de rfa' et de di\ au point P. 

Faisons passer l'axe des x par le point P, tout en conservant la di- 
rection des trois axes; nous aurons j = o, 5 = o. En désignant par 
[x\ y, ::') un point de a', nous aurons 

r— 1/ î-'-r -^ î 

\ a oc 

posons 

x'-.rzziM, j'zriRcos^, c'= Usinez, dfj'-WdWdO; 

il en résultera 

si n* ô 






Calculons la première intégrale ; nous avons 

Posons 

cos*^ sin*0 rk 

— , i P : 

c 

en intégrant depuis R^ojusqu'a une valeur de R très grande par 
rapport à a, nous avons 

RrfR v^ 



3 



Pm' 



il en résulte 

J r« dx"^' ^ ^/« J. P - à 

II. il 
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Od obtient de même 

/■ I drx , , _ 9.1: sj abc 
r\ dx * ~ a 

On en conclut 

dv , 

— a-j- z^ — !\T:\/abcka, 

25. Cette expression n'est pas la force qui provient du cylindre ai- 
manté parallèlement a Taxe des x ; mais, comme pour les corps iso- 
tropes, nous admettrons que cette force est égale k l'expression pré- 
cédente multipliée par une quantité constante t > » • Ainsi Faction du 
cylindre sur le point P est dirigée suivant l'axe des «r et a pour valeur 

a dv 
k dx 

et la composante suivant Taxe des x de la partie restante de H est 

dx dx^ 

donc la somme des composantes des forces, suivant l'axe des x^ est 

r/lJ dW , /— - I -. A- 

et elle doit être égalée à zéro. Il en résulte la première des trois équa- 
tions toutes semblables 

d\] d\ , i-A:, 

(8) |_.H_4-47rv«^c--^B=:o, 

Multiplions ces trois équations respectivement par dxy dy, dz et 
ajoutons, nous aurons 

, 1^ 

dl> -4- û^V -+- 4îr yabc — j— {\ dx -^ B dy -h C dz) —. o. 
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Il résulte de cette équation que Adx -hBdy -h Cdz est une différen- 
tielle exacte; posons donc 

(9) A r/.r -h B d[v H- C dz ~ rfo, 

et nous aurons, en intégrant, 

(10) U -4- V -4- 4;: v/^ —^ 9 — 0. 



On a, par suite. 



I — A- 



A'U -t- A'V -+- !\'K\Jabc — r— A'9 — o; 

les deux premiers termes de cette équation sont nuls, cela est évident 
pour A'U : nous allons le démontrer pour A'V, en sorte qu'on aura 
aussi 

(11) A'9 — o. 

L'expression de V peut s'écrire 

V Ci ^ % /!> r v^^ Cl dK .d^ dCXdiB 

\ r^J (aAcosX-+-^Bcos/x-+-cCcosv)~ -J ^^a _ -f. 6^, -f- c^j — . 

Le A' de la première intégrale est nul, le A' de la seconde s'obtient 
d'après un théorème démontré dans la l"* Partie (Chap. IV, n® 29), 
en sorte que Ton a 



A'V --^n^aôcla-j- -h b 



— c — \ 
dy dz ) 



Différentions les équations (8) respectivement par rapport à x^ y^ z 
et multiplions-les para, é, c, puis ajoutons; nous trouverons 

, , dS. ,rfB rfC 

d.r dy dz 

on a donc aussi A'V -- o et l'équation (i i). 

De l'équation (9) on conclut, en mettant x\ y\ s' au lieu de a?, y, z, 

^ d.r'' "".7?' ^' lu'' 
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donc, d'après (12), l'expression de V devient 

Selon ce qui a été dit (endroit cité, n® 24), nous pouvons remplacer la 
quantité entre parenthèses par — T-i^> en posant 



T — \Ja- cos-X -h b^ cos*fx -+- c- cos*v, 

et t' étant une ligne menée à l'intérieur de a et dont la direction (a, ^, y) 
est indiquée par les équations 

acosX « ôcosu ccosv 
cosar: — , cos(3^ ^^, cosy= ^— • 

Ainsi l'expression de V devient 

(.3, V - -/t^ 1'. 

Les deux fonctions V et 9 seront données à l'intérieur de a par les deux 
équations (10) et (i3). 

Ainsi, pour un corps cristallisé, comme pour un corps isotrope, V est 
identique au potentiel d'une couche distribuée sur la surface du cris- 
tal, contrairement à ce qu'avait trouvé August Béer. 

26. Si nous posons 



— — > 



nous pourrons écrire, au lieu des équations (10) et (i3 , 



U4-V-r.--i 



^^'Ksfabc 



g 



Imaginons, pour faire le calcul, que le cristal soit prolongé jusqu'à 
l'infini, en dehors de a, et soit V la valeur du potentiel à l'extérieur 
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(le a, provenant de la couche dont il vient d'être parlé, on aura (I*^* Par- 
lie, Cliap. IV, n'^27) 

t étant la direction opposée à /'. Identifiant (a) et 0), nous aurons 
cette équation a la surface 

^^^ "" (il' (il ~^~ fil' 

Les deux fonctions V et V sont deux potentiels qui satisfont aux 

équations 

A'V -o, A'V'zno, 

la première en dedans, la seconde en dehors de a; elles satisfont sur la 
surface a à la condition (y) et à cette autre 

V = v\- 

il en résulte qu'on pourra les déterminer. La fonction V nous est d'ail- 
leurs seule utile. 

Désijînons par V, le potentiel du magnétisme induit dans le cristal, 
pris à l'extérieur de la surface (t de ce cristal. La fonction V, satisfait 

il Téq nation 

AV,-o 

et aux conditions ordinaires du potentiel. De plus, sa valeur est connue 
sur la surface a; car elle est celle de la fonction Vqui est maintenant 
connue. La fonction V, est donc déterminée. 

27. Calcul de la t'aleur de \] à V intérieur du cristal, — Dans ce qui 
précède, nous avons supposé connue la valeur de U à Tintérieur du 
corps induit; examinons comment on pourra la déterminer. 

Soient T le corps inducteur et H le corps induit cristallisé. Pour 
obtenir un problème qui conduise aux mêmes calculs, remplaçons 
l'espace extérieur à T et à H par un corps isotrope indéfini et le corps T 
par une source de chaleur qui ne varie pas avec le temps, et dont la 
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somme des flux est nulle, et laissons le cristal H. Le corps isotrope in- 
défini tendra vers un équilibre de température qui ne sera pas le même 
que si l'espace renfermé dans H était occupé par un corps isotrope 
identique à celui qui l'entoure. 

On voit, de même, que le potentiel U du corps T, pris à la surface a 
de H, ne sera pas le même que si ce. corps était remplacé par le vide ou 
par un corps isotrope. La détermination du potentiel U à la surface 
de H serait, en général, extrêmement difficile. 

Néanmoins, si a, b, c sont peu différents entre eux, on pourra ad- 
mettre approximativement que U n'est pas changé à la surface a de H, 
par suite de la nature de H. Il en sera de même si le cristal est un très 
petit corps ou une aiguille. 

Dans ces cas, on pourra calculer U à la manière ordinaire en tous 
les points de la surface a, si le magnétisme du corps T est donné. Puis 
on en pourra conclure la valeur de U à l'intérieur de a. 

On pourra encore calculer U quand le corps inducteur sera très éloi- 
gné, en sorte que la force inductrice puisse être considérée comme 
constante en grandeur et en direction. 

Désignons alors par F la force inductrice, et par F,, Fa, F3 ses trois 
composantes; nous aurons, pour les flux de force sur a à l'extérieur et 
à l'intérieur, 

-7- — F, cosX-i- F, cosu -hF, cosv, 

— P-r-: --.a-j- cos/. -h b-r- cosu -{- C-T- cosv. 
dt dx dy "^ dz 

Ces deux flux seront égaux, quelle que soit la direction (X, (jl, v) de la 
normale, si l'on pose 

d,r dy dz 

« 

on a, par suite, 

rr F| Fj Fj 

a b ^ c 

Telle est la valeur de U à la surface a et, par suite, aussi k son inté- 
rieur. 



i 
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Aimants particuliers. 

28. Si un aimant afTecte la forme d'un long filet, dont la section est 
infiniment petite et dont Taxe magnétique est partout normal à la sec- 
tion, cet aimant est dit un solénoïde magnétique. 

Aimant solénoïdal simple . — Un aimant élémentaire, dont le volume 
est d^ et dont le moment magnétique est M, a pour potentiel (n^^ 2) 

M dxscos{r, s) 



/•« 



Désignons par ds la longueur d'un élément du solénoïde compris entre 
deux sections droites infiniment voisines, et posons 

M dm z^mds'y 

nous aurons donc 

m — Mû), 

(o étant la section droite du solénoïde; puis le potentiel de l'élément 
de solénoïde aura pour valeur 

, . mdsco%{rjS) m dr 

(l) =: — -j-CÙi. 

r* /•' ds 

Lorsque la quantité m, qui est le produit du moment magnétique 
par la section droite, a la même valeur tout le long du solénoïde magné- 
tique, on dit que ce solénoïde est simple. 

Intégrant (i) tout le long du solénoïde, on aura, pour son potentiel, 



^-"■(-r.-;;) 



si l'on désigne par r, et r^ les valeurs de r pour les extrémités positive 
et négative. La valeur de V ne dépend donc pas de la forme du solé- 
noïde, mais seulement de ses extrémités. On voit aussi que le poten- 
tiel d'un solénoïde simple fermé est nul. 

Si un aimant est formé de solénoïdes qui sont fermés ou dont les ex- 



.;»i'*"..'I .^ 



» 









f , I. , ^ _ ^ _ 



r^\ fi 






^ J 



J ^: ! il-î. 















\ p ' . B _ P-- K^V 



u*,)ï< f'fi f,f'*r,'f 



r/t, //B ^/P ^. </P '^^ 

/y-/ </,; //v //j </j '/r' 

^ • ^ 

//\ /^/i: ^/p z^/:. //p ^: 

//i ///: //i ci/: dx dz' 

dH __ d\ d\* d^ _ dV d'^ 

dx dv ~ dx dv dv dx 
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Multiplions ces trois équations respectivement par A, B, C et ajoutons; 



nous aurons 



j^ldc_cm\ . r./dx 



dy dz 1 

V «y / 



„/rfA dC\ „/rfB rfA\ 



qui donne la condition de cette distribution du magnétisme. 

Dans le cas où 9 est constant dans toute l'étendue d'une couche, la 
distribution est dite lamellaire simple. Désignons par $ la somme des 
quantités ç pour les couches situées entre le point (a?, y, z) et un point 
fixe D de l'aimant; nous aurons 



* -/ 



quantité qui restera la même, quelle que soit la ligne menée du point 
{'V,y, z) au point D; cette formule peut s'écrire 

et il en résulte 

. d^ d^ ^ d^ 

dx dy dz 

Réciproquement, si A, B, C sont de cette forme, le moment magné- 
tique sera partout normal aux surfaces 

(3) ^ — const. 

On voit ensuite que la fonction $= iMcln reste constante, quel que 

soit le chemin suivi entre deux surfaces déterminées, prises parmi 
les surfaces (3).. Donc Mrf/i est une quantité constante entre deux de 
ces surfaces prises infiniment voisines; par suite, elles comprennent 
une couche lamellaire simple. 

Expressions des composantes du moment magnétique en chaque point 

d*un aimant, 

30. Soit P un point dont les coordonnée» sont x\ /, z' et situé à 
l'intérieur d'un aimant isotrope. Concevons que l'on enlève autour de 

11. 23 
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ce point un cylindre extrêmement petit, et dont la hauteur, très petite 
par rapport aux dimensions de la base, soit dirigée suivant l'axe d'ai- 
mantation. Nous avons vu que les composantes de la force produite sur 
le point P par le reste de Taimant sont (n® 14) 

(A) { Y=-^-f-47:B, 



en posant 



dz' 



dl dl 



f^A 



l'intégrale étant étendue à tous les éléments ûter du volume de l'ai- 
mant, et x^y^z représentant les coordonnées de rftsr. Cette force a été 
considérée pour la première fois par Thomson. 

Nous allons mettre les valeurs de X, Y, Z sous une autre forme. Con- 
sidérons une portion infiniment petite de l'aimant; nous aurons, pour 
son potentiel, 

'--\^-dy-^^-dy'^^~d^n' 

il en résulte 






dx' 



On a d'ailleurs 

~dP^^ ~df^ '^~d^ ~^' 

éliminant -^-77- de la formule (a), au moyen de cette dernière équa- 
tion, on obtient 

//r d( .dr-' T,dr-'\. dJ ^dr-' . dr-'\ m^ 
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On aura donc, en remarquant que zr-, = ~ ^r-.y '-» 



d.r' dx 



les intégrales étant étendues à tout le volume de Taimant, diminué du 
cylindre infiniment petit. Posons 

les intégrales s'étendant de la même manière, et il en résultera 

^ '' ^ dv' dz'' dz' dx' ' "" dx' dy' ' 

Considérons la première de ces trois expressions. Les intégrales qui 
représentent H et G étant étendues à tout l'aimant diminué d'un cy- 
lindre infiniment petit, examinons les valeurs de y^r et -p> quand on 

prend les expressions de H et G pour ce cylindre, que je désignerai 
par U, et G,. 
Nous aurons 



dU^ 

dy' 






les intéc^rales étant étendues au volume du cvlindre. Ovt en faisant un 
calcul analogue à celui du n° 14, nous trouverons 
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On i, dr même. 



et, par '?uît*f, 

//> dz » '" 

Donc, si nous voulons rnâinUmiint que, dans les formules 3 , les ia- 
légrales se rapportent à tout le volume de l'aimant, nous devrons 
retrancher respectivement — * At:, — iBr, — JCt: des seconds mem- 
bres des équations ''v , et nous aurons 

'" ' rfx' dv' »^"' 

31. Égalons maintenant les deux systèmes de valeurs A; et ,B\ 
trouvés pour X, Y, Z, et nous obtiendrons 

' ' " ~ fW dy di ' 



Les parties 



» ^ ^ " ir/j' "^ d.jc' dy' 



^ ^ ^v 

C^x'' ^V'' dl' 



de ces expressions correspondent à un aimant lamellaire simple (n'' 29). 
Les parties 



r/H d{\ dV dU dCM d¥ 



dy dz' dz' dx'' dx' dy 



THÉOBIE GÉNÉRALE DU MAGNÉTISME. l8l 

correspondent à un aimant solénoïdal simple, puisque l'on a (n° 28) 

iL/'^_^\ _^/'i^_^\ JL{^^^\- 

dx' \dy dz'j ^' dy \dz' d?) "^ dz' \dx' d/J ~ ^' 

Donc, dans le cas le plus général, tout aimant peut être considéré 
comme résultant de la superposition d'une aimantation lamellaire 
simple et d'une aimantation solénoidale simple. 



DES DIÉLECTRIQUES. 

Sur ta /M)larisalion électrique, 

32. Nous avons exposé, dans le Chapitre III, le rôle des diélectriques 
en Électrostatique. La théorie que nous y avons développée a suffi pour 
expliquer complètement les phénomènes que présente le condensateur. 
Nous allons reprendre la même question, en suivant une tout autre 
voie qui nous permettra de pénétrer plus profondément dans le sujet, 
et non seulement nous ne rencontrerons aucune contradiction avec la 
première théorie, mais celle-ci se trouvera complètement vérifiée. 

Nous avons défini (Chap. III, n** 8) ce qu'on entend par la polarisa- 
tion électrique, mais nous ne nous en sommes pas servi pour expliquer 
les phénomènes relatifs aux diélectriques. D'après cette polarisation, 
on peut considérer un diélectrique, influencé par de l'électricité, 
comme divisé en prismes rectangles extrêmement petits, portant sur 
les deux bases des quantités égales des deux électricités. Cette polari- 
sation est donc entièrement semblable a la distribution du magnétisme 
induit dans le fer doux, et l'on peut appliquer à cette polarisation les 
raisonnements qui ont servi pour l'induction magnétique. 

Adoptons les mêmes notations qu'aux n^ 16-19. Désignons par U le 
potentiel de l'électricité extérieure au diélectrique H, et par V le poten- 
tiel de l'électricité de polarisation de ce corps. De plus, pour plus de 
généralité, supposons que ce diélectrique renferme de l'électricité 
libre, ayant ^ pour potentiel. Représentons aussi par Â, B, C les mo- 
ments de polarisation, suivant les axes des^,/, 2, quantités qui rem? 
placent les moments magnétiques suivant les mêmes axes. 



I 



l82 CHAPITRE IV. 

33. Nous aurons d'abord 

d'- dl d'- 

l'intégrale s'étendant à tout le volume du diélectrique, puis, par les 
raisonnements des numéros cités, nous arriverons à ces équations, qui 
doivent être satisfaites en chaque point (^, y^ z) de ce corps, 

dx dx dx y ~ ' 
j d\] dV dv 1^ 

(2) { ':r- -^ ■:r -^ ^T -^ ^^ — ^> 

^ dy dy dy y 

d\} dV dv i^ 

—: h — j h -r H L = 0. 

az dz az y 

La quantité y était précédemment le coefficient d'induction ma- 
gnétique; supposant le corps magnétique homogène, nous avons dû 
prendre y constant. Appelons ici y le coefficient de polarisation, et, 
pour plus de généralité, supposons que la nature du diélectrique varie 
d'un point à un autre et que y soit une fonction donnée de x^y, z. 

Des équations (a) on tire 

(3) d\} -^ dW -\- di> -^ - {Pkdx -^B dy ^- C dz) — o. 

L'expression -[kdx -\-Y^dy -^Ç^dz) est une différentielle exacte que 
je représente par —^4'» et j'aurai 

' dx ' dy^ * dz* 

et aussi, en intégrant (3) et négligeant une constante que je puis sup- 
poser renfermée dans ^, 

U -h V -H i' =r. i|/. 

De cette dernière équation, on déduit 

(4) AU H- AV -h At' — Aij; == o. 
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La formule (i) peut se transformer ainsi 

\ J (AcosX -f-Bcos^4- Ccosv) - -j ^-^, -v ^, -i- ^-,j -, 

X, [JL, V étant les angles de la normale extérieure à la surface a qui ter- 
mine le diélectrique, et Ton en conclut, pour la valeur de AV au point 

^^. , friX dB di:\ 

Si Ton désigne par D la densité de Télectricité intérieure au diélec- 
trique, on a 

AU - o, à^ç - — 47ïD. 

Ainsi Féquation (4) deviendra 



4 



/dk dB dC\ , -^ ., 



Si dans cette équation on remplace A, B, C par leurs valeurs, on ob- 
tient une équation à laquelle '| satisfait 

Dans l'expression (i) de V remplaçons A, B, C par leurs valeurs, 
nous aurons 

et nous pouvons transformer cette expression en la suivante : 

„ r (d\ . d^ d^ \d<j 

J Idu ydx'J ^ dyydy/dz'ydz'J] r 

En nous servant de l'équation (5) et en désignant par rf«' l'élément 
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de normale intérieure, nous obtenons 
ou 

r dh dij I r. , dm 

34. Supposons connus les deux potentiels U et i' et proposons-nous 
de déterminer V. Dans l'équation (5), faisons j» == V 4- U -h r, et elle 
deviendra 

L^^' r/vX- rfv dy dz dz \ * 

Cette équation en V doit être satisfaite en un point quelconque du 
diélectrique. 

Désignons par V, la valeur de V pour un point extérieur au diélec- 
trique; V, satisfera à Téquation 

et nous aurons, sur la surface o-, 

(8) V.^V,. 

D'après la formule (6), V se compose de deux termes, dont le premier 
est seul discontinu sur a et représente le potentiel d'une couche, dont 
la densité est 

d^ _ e/ (V-4-U-|-r ) 
'' dn' " ^ dn' ' 

mais cette densité a aussi pour valeur 



I fd\\ dV 



\ 



^ T:\dn dn' J 
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Égalant ces deux valeurs, on obtient cette seconde condition à la sur- 
face 

(9) ('-^4^:7)5;^. + ^ 4-47:7-^^^=0. 

Les fonctions V et V, sont complètement déterminées par l'équa- 
tion (7) et les deux conditions (8) et (9). 

Dans ce qui précède, j'ai supposé le diélectrique H entouré par un 
autre diélectrique H( qui ne se polarise pas ou dont la polarisation 
est négligeable, ce qui a lieu ordinairement quand H| est un gaz qui 
n'est pas porté à une très haute pression. Mais, si l'on veut tenir compte 
de la polarisation de H<, soit y, la valeur qu'y prend y. D'après le rai- 
sonnement du n^ 21, on devra remplacer dans la formule (6) l'intégrale 
relative à la surface a par 



/( 



if dn' ^ f^ dn ) r 



'j»! étant ce que devient ^ en dehors de a, et, au lieu de l'équation (9), 
on aura 

(10) (I 4- 4Try) 5;^-/ -^ (' -^ 4î:y,) -^^ -f- \r.(y - y,) \^^, = o. 



Induction des diélectriques. 

35. n nous est maintenant facile de retrouver les équations de Tin' 

duction des diélectriques, données au Chapitre III (n*** 10 et 11). 

Si nous posons 

I -+- 47ry — q, I -+- 4771 = 7,, 

l'équation (5) pourra d'abord s'écrire 



> -t~ i "T" i 



^ • /, 4 ^ — ^=—47:0. 

dx dy dz 

Sur la surface cr, nous aurons la condition 

II. 24 
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à laquelle revient Téquation (8), et cette autre condition 
à laquelle revient l'équation (lo), puisqu'on a 

<]^ = V -I- U -h r. 

La fonction 4* représente le potentiel total de l'électricité ; elle se 
confond donc avec la fonction V du Chapitre III, et nous retrouvons 
bien les équations de ce Chapitre. 

La détermination de la fonction '\f dépendra des conditions du pro- 
blème. Supposons, par exemple, qu'on ne connaisse pas la fonction U, 
mais qu'on ait déterminé par l'expérience la valeur totale ^j^ du poten- 
tiel sur une surface fermée 2, qui entoure H et qui laisse à son exté- 
rieur les masses inductrices dont le potentiel estU. Entre les surfaces a 
et D, la fonction ^^i satisfera à l'équation 

Les fonctions 4^ et ^i se trouveront ainsi complètement déterminées 
dans H et dans la partie de H| comprise entre cr et D. 

[Dans le Chapitre III, nous avons résolu un cas très particulier de ce 
problème, en étudiant un condensateur composé de deux diélectriques 
(n« 18).] 

Ayant calculé ^^ on aura V par la formule (6). La fonction V, poten- 
tiel de polarisation, n'a qu'un intérêt théorique, car elle ne peut être 
déterminée directement par l'expérience. La détermination de cette 
fonction est la seule chose que la théorie actuelle ajoute pour ce pro- 
blème à ce que nous savons par le Chapitre III. 

La théorie du condensateur repose entièrement sur le calcul de la 
fonction 4^ ^t, jusqu'à présent, on n'avait pas su la dégager de la 
recherche de V, qui n'y joue qu'un rôle accessoire et doit d'abord en 
être éliminée. La question est par là beaucoup simplifiée. 

Remarquons maintenant que les équations que nous venons d'obtenir 
pour la fonction ^ démontrent la complète analogie de cette fonction 
avec la température d'équilibre dans les corps solides. Si la densité D 
de l'électricité libre du diélectrique n'est pas nulle, pour avoir la même 
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équation dans la théorie de la chaleur, il faut imaginer que le corps 
solide qui remplace les diélectriques soit le siège d'une source de cha- 
leur qui produise une quantité de chaleur égale à — 4*7^0 par unité de 
temps et par unité de volume. 

Condensalcur, 

36. Nous allons compléter la théorie du condensateur donnée au 
n® 15 du Chapitre III, en déterminant le potentiel de polarisation. 

Dans ce Chapitre, le potentiel total était représenté par V; il est 
maintenant désigné par 'j't la lettre V étant réservée pour le potentiel 
de polarisation. 

Prenons un condensateur formé d'une lame courbe d'un diélectrique, 
sur les faces de laquelle sont appliquées les deux armatures. Supposons 
que le condensateur n'ait été chargé que pendant un temps extrême- 
ment court, en sorte que l'électricité n'ait point pénétré dans le di- 
électrique. Ainsi la quantité v des numéros précédents est nulle. La 
fonction U représentera le potentiel de l'électricité située sur les sur- 
faces (7| et (Tj, abstraction faite de l'électricité de polarisation, et nous 
aurons 

En désignant par '>{;, et 4^2 les valeurs données de 4^ sur les surfaces cti 
et cr^ qui limitent le diélectrique, nous aurons (n^ cité) 

et, si l'épaisseur e du diélectrique est constante, 

Nous supposons que q et, par suite, y sont constants dans le diélec- 
trique; donc on a dans ce corps 

A^rz o. 

Désignons par e/co l'élément de la surface des bords de la lame du 
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diélectrique, surface qui n'est pas en contact avec les armatures du 
diélectrique. L'équation (6) du n*^ 33 se réduit à 



~ ^J dn' r ^J dn' r V 



dn' r 



dans chacune de ces intégrales dn représente l'élément de normale 
intérieure menée à rf(j<, rfa^ ou rfo) et rla distance de l'élément de sur- 
face au point [x, y, z). 

Comme d'ailleurs on a, dans le diélectrique, 

AU=:o, AV=o, 

l'expression de V peut s'écrire (K* Partie, Chap. I, n° 10) 



(2) V=y^ 



fdi fdi r di 

J dj^'^^'^-^y^J d^'^^'^-^yj (u-^v)^^^"- 



Le dernier terme de cette formule peut être négligé; calculons les 
deux autres. 

En appliquant le théorème de Gauss (P* Partie, Chap. I, n° 13) à la 
surface entière de la lame qui est fermée et supposant le point (a:,/, z) 
infiniment près de a, et a l'extérieur, nous aurons 



fdi fdi fdi 



d(ù ;= o 



OU, en négligeant la troisième intégrale, 



(3) 



fdl fdl 



D'après le même théorènie, on a, pour un point {x, y, z) intérieur au 
diélectrique. 



(4) 



fdl fdl 



L'épaisseur du diélectrique étant très petite, les secondes intégrales 
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des formules (3) et (4) sont à très peu près égales, elles premières 
sont à très peu près égales et de signe contraire. On a donc 





:^ — a r, / -j—, aO"t =1 2 71, 



si le point {x,y,z) est infiniment près de a, et en dehors du diélec- 
trique. On a, de même, 





2 7r, / -j—:aa9=- — a7r, 



si le point (^, /, z) est infiniment près de (Tj et aussi en dehors du 
diélectrique. 

Donc, en appliquant la formule (2) successivement aux cas oii le 
point {x, j, z) est pris sur les surfaces extérieures des couches situées 
sur (j| et (Ja, et désignant par V, et Va les valeurs qu'y prend V, on a 

V,=— 27:y(^, — ^0» 
V,- 27ry(iJ;i — 4;,) 

et, par suite, 

formule analogue à celle qui donne la différence des valeurs du poten- 
tiel d'une double couche sur les deux côtés de cette double couche 

(nM2). 

37. Si nous désignons par U, et Uj les valeurs de U sur a, et cr^, 

nous aurons 

U, + V| = +„ U.^V.^iJ... 

et, par suite, 

(6) U,-U,r=4;,-.».,-(V.-V,)=:(l-+-47:y)(1^.-+.). 



De l'équation (t) on tire 
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portons cette expression dans (5) et (6) et nous obtenons 

V,— V, = — 47ry -^^ -y Ui — U, = (i-f-47ry)-^^ -• 

' qa 1 X \ q^ 

Si nous mettons en communication les deux armatures, les deux 
couches, dont les densités sont p, et p,, se combineront aussitôt et la 
polarisation disparaîtra en même temps, car il résulte des expériences 
de M. Felici que la polarisation cesse presque instantanément avec la 
cause qui Ta fait naître, comme le magnétisme induit dans le fer 
doux. 

Clausius a donné les résultats précédents, en i866; mais il s'est 
trompé en croyant que l'électricité de polarisation persiste après qu'on 
a réuni, pendant un temps très court, les deux armatures, et en pen- 
sant expliquer de la sorte la charge résiduelle. Il a ainsi confondu 
l'électricité de polarisation avec l'électricité qui pénètre dans le diélec- 
trique, quand on charge l'appareil pendant un temps qui n'est pas très 
court. 



CHAPITRE V. 

PROBLÈMES PARTICULIERS DE LA THÉORIE DU MAGNÉTISME. 



Sphère et ellipsoïde placés dans un champ uniforme. 

1. Nous avons vu qu'une sphère ou un ellipsoïde, dont l'aimantation 
est constante en grandeur et en direction, se recouvre d'une couche 
magnétique qui produit en tout point intérieur une force constante 
(Chap. IV, n^* 7 et 8). Il en résulte que, si un corps magnétique homo- 
gène de cette forme est placé dans un champ magnétique uniforme, 
c'est-à-dire dans lequel la force est partout la même en grandeur et en 
direction, il y prendra une aimantation constante. 

Le corps magnétique étant d'ahord une sphère, prenons l'axe des x 
parallèle à la force constante / du champ magnétique. Les trois équa- 
tions (5) du n° 18 (Chap. IV) se réduiront à la première, dans laquelle 
A représentera le moment magnétique M et qui deviendra 

dx dx y 

On a — -^ =J et, — -j- représentant l'action de la couche dont se 
couvre cette sphère aimantée uniformément, on a 

donc ]'équation de l'induction devient 

y 
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et il en résulte, pour la valeur du moment magnétique, 



M = 



J 



-Î-t: -h - 



2. Si le corps magnétique est un ellipsoïde, désignons par/i,^, 
/^ les trois composantes de la force constante du champ, prises suivant 
les axes de Tellipsoïde, choisis pour axes des .r, y, :;. Les trois équa- 
tions citées de l'induction deviendront 

/* dy -- y ^^ 
' dz y 

Les deuxièmes termes de ces équations représentent les composantes 
de la couche magnétique qui revêt l'ellipsoïde, et l'on a trouvé 
(Chap. IV, n*>8) 

En remplaçant dans les équations précédentes, on obtient, pour les 
composantes du moment magnétique, 

— _/iZ_. p_ /«y r_ /»y 



A^- ^'' y B=-.^^^—y C = 



aPy-+-i 2Qy-i-i aSy-hi 

L'action extérieure de ce corps est exprimée par des formules don 
nées précédemment (n** 9). 



Sur la détermination de la constante y. 

3. Proposons-nous de déterminer le coefficient d'induction magné- 
tique Y d'une substance au moyen d'une sphère de cette substance in- 
fluencée par l'action terrestre. 
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La sphère magnétique, par l'action de la Terre, prend une aimanta- 
tion constante et, si Ton prend l'axe des ^r parallèle à l'axe d'aimanta- 
tion et qu'on désigne par a le rayon de la sphère, on obtient, pour son 
potentiel en un point extérieur (Chap. IV, n° 7), 

R = y^ _|_ j2 _^ ^2 étant la distance du point au centre de la sphère, et 
si l'on remplace M par la valeur qui vient d'être trouvée, on a 

V— ^^n^ —f^ — . 
}7r/ 4- 1 R' 

Il est aisé de rapporter cette expression à trois axes rectangulaires 

quelconques. En effet, l'expression —^ représente la projection de la 

force magnétique / de la Terre sur la droite menée du centre de la 
sphère au point attiré. Si les axes rectangulaires sont quelconques et 
que /,, /i, /j soient les projections de la force /sur ces axes, il fau- 
dra remplacer cette expression par 

R 

on a donc alors 

47ry4-3 R» 



(a) ^^-^^z^H, 



Posons, pour abréger, 
et nous aurons 

T lit* j^j 

Cherchons la valeur de H, afin d'en conclure celle de y. Pour cela, 
examinons la déviation d'une aiguille aimantée, produite par la sphère 
magnétisée. 

Prenons dans notre système de coordonnées l'axe des z vertical, 
puis l'axe des j? horizontal et dirigé vers le nord dans le méridien ma- 
il. 20 
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gnétiquc, enfin l'axe des y dirigé vers l'ouest. Comme /a devient nul, 
nous obtenons 

et nous en déduisons, pour les trois composantes de l'action magné- 
tique de la sphère sur le point extérieur {x, y, z), 

dv W 



Ha»(3A£^ 



^=-^ = ««H^"t^^--^ 



Supposons l'aiguille assez petite et suffisamment éloignée, pour que 
X, Y, Z prennent sensiblement la même valeur dans toute l'étendue 
de l'aiguille. Suspendons-la, de manière qu'elle ne puisse tourner 
qu'autour d'un axe vertical et que le plan horizontal qui la contient 
passe par le centre de la sphère. On devra alors faire 2 = dans les 
formules précédentes. Désignons par ç l'angle que fait avec l'axe des a? 
la droite qui joint le centre de la sphère au centre de l'aiguille, et par 
\j l'angle de l'aiguille avec le plan méridien; nous aurons 

Y SHa'sinocoso 

lang'j — — ^ ' 



/, -h X H* - Ma' -^ 3Ha' cos*9 

La déviation u sera donc nulle si le centre de l'aiguille est situé sur 

l'axe des y ou sur l'axe des x. Entre ces deux positions, l'angle i» 

prendra une valeur maximum. Comme R est supposé très grand par 

rapport à a, ce maximum aura lieu pour une valeur de 9, voisine 

de 45''. Si l'on observe la valeur de l'angle u pour o = 45®» on aura 

l'équation 

3 H a^ 

au moyen de laquelle on calculera H et l'on tirera ensuite y de la for- 
mule (a). 
Le nombre y a sa plus grande valeur dans le fer doux très pur. Sui- 
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vant Thalén, y peut atteindre dans cette substance la valeur Sa et 
même 45. 

4. Dans le calcul précédent, on a supposé l'aiguille aimantée assez 
petite pour que l'action de la sphère puisse être regardée comme la 
même dans toute la longueur de Taiguille; mais on peut obtenir une 
approximation plus grande, en tenant compte de la différence d'ac- 
tion. 

Une moitié de l'aiguille peut être considérée comme possédant à sa 
surface une couche de fluide positif, et l'autre moitié une couche de 
fluide négatif. Désignons par G, et Gj les pôles de cette aiguille, c'est- 
à-dire les centres de gravité des deux couches. 

Désignons par (.r, y, z) le milieu de la droite qui joint GG,, et par 
2/ la longueur GG,. Supposons que le point [x^ y, z) coïncide avec le 
centre de rotation de l'aiguille, et soient ic,, j, les coordonnées de G,, 
^2f /2 celles de G2; nous aurons 

jTi — jc 4- /cosu, j4 — j -h /sinu, 
.r, — - x — /cos'j, y^=zy — /sinv. 

Désignons par X, , Y, et X^, ¥3 ce que deviennent X et Y aux points G, 
et Gj. On pourra, avec une grande approximation, regarder les deux 
masses magnétiques comme concentrées aux points G, et Gj, et, en 
exprimant que la somme des moments des forces qui agissent sur l'ai- 
guille est nulle, on aura 

(^) Y, -^ Y, - (2/, -^ X| -4- X,) langu - : o. 

Si l'on pose 



on aura 



RJzr.xJ^VÎ, l\l-r\^yl 






-^1 V| 



Ces quantités étant calculées et substituées dans l'équation (/>), on 
en conclura ensuite la quantité H. 



* 
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Induction d'une sphère pleine par des forces magnétiques données. 

5. La disposition du magnétisme inducteur étant supposée connue, 
on en pourra calculer le potentiel U en tous les points de la surface 
d'une sphère homogène soumise à l'induction. Désignons par a le rayon 
de la sphère, et par R la distance d'un point de son intérieur à son 
centre. On peut développer U suivant la série de Laplace (Chap. If, 
n«2) 

U - Yo -4- Y, --+... -h Y/ -7 -i- ... , 

et, la valeur de U étant connue à la surface, on en conclut les fonctions Y; 
des deux coordonnées sphériques ^ et ô. Si nous concevons qu'on dé- 
veloppe, suivant la même série, les valeurs V et V< que prend le po- 
tentiel de la couche induite sur la sphère, à son intérieur et à son ex- 
térieur, nous aurons 



V _ r I ^ T ï^' 

V — Lj(^-{- L,i — -h . . . -h JLi/ — 7 -4- . . . , 

a a' 

V — f ^ I ^' I ^'^' 

V et V| prennent la même valeur pour R = a; mais ils doivent, de 
plus, satisfaire pour R = a k l'équation du n** 20 (Chap. IV) qui de- 
vient 

Substituons, dans cette équation, les séries précédentes et rappe- 
lons-nous que, si la série de Laplace s'annule, quels que soient ^ et 0, 
tous ses termes sont nuls; nous en conclurons 

24 -f-I H- 42:7* 

Ainsi les fonctions L/ ne diffèrent des fonctions Y,- que par un facteur 
constant. 



-_j 
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A Textérieur, le magnétisme de la sphère agit comme une couche 
située sur la sphère, et dont la densité est 

" ' dïi a ^ 2 1 -h I -H 4 TTy I ^' 

i = 1 



/ndiiction magnétique d'une sphère creuse. 

6. Supposons un corps homogène, compris entre deux sphères con- 
centriques, dont a est le plus grand rayon et b le plus petit. Induisons 
cette sphère creuse par des masses magnétiques, dont le potentiel est U. 
Alors la fonction U pourra être développée dans la sphère de rayon a, 

suivant la série 

U = Yo-+-YtR4-...+ Y,R'4-.... 

Désignons le potentiel des deux couches induites sur les deux sur- 
faces de la sphère creuse par V dans sa substance, par V| à l'exté- 
rieur, et par V^ dans la cavité. On verra facilement, comme dans le 
problème précédent, que, si l'on développe ces trois fonctions en séries 
de Laplace, elles contiendront les mêmes fonctions sphériques que la 
fonction U. Donc, si nous désignons par les lettres A, B, C, D des coef- 
ficients constants, nous pourrons poser 

V, = AoYoH^ A,Y,R-+-...-hA,Y/R'-H..., 



• « . t 



V doit être égal a V^ pour R = 6, et égal à V, pour R = a; il en résulte 
entre les coefficients ces deux égalités 

(b) C/= (A,-- Bi)b^'^\ D;= B/a»'^-* -h C,. 

Il y a deux autres conditions aux limites : l'une pour B.-= b 

, ^ ^dW dV, . dV 
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l'autre pour R = a 



et nous en déduisons 

(i -\- 47ry) [«6«'^«B/— (/-+- i)C,] - ib'-^^'Ai -f- ^ny ih^^-^' = o, 
(I H- 4Try) [w«'"^*B,— (1 -h i)C/] 4- (I +i)D/+ 47ry*a*'-^« = o. 

£n remplaçant dans ces deux équations G/, D/ par leurs valeurs, 
nous obtenons 

[(i -h^ny) (i-hi)-h i]\i — (i -h ^ny) ( 2 1 -+- i)B| = 4îry £, 

D*aprës cela, si nous posons 

(D = (2i4-i)»(i-H47ry)-h(47ry)«/(£-f-i)ri-(^y'^n, 



nous aurons 



A/— ^(W)' .•(«•+.)(.- ^) 



47ryi 



B/ = - 



[2^ -f-i 4- 47ry(£ 4-1)^1- ^)j 



et) 
et nous obtiendrons ensuite C/, D^ par les formules (6). 

Induction d'une sphère creuse par r action de la Terre. 

7. Si la sphère creuse est induite par l'action de la Terre, qui est 
une force constante, désignons par /<,yi,y3 les trois composantes de 
cette force, et nous aurons pour le potentiel U 

Pour simplifier les formules, supposons Taxe des z vertical, et pre- 
nons Taxe des a? tangent au méridien magnétique et dirigé vers le nord 
et Taxe des j perpendiculaire au plan des deux premiers axes et dirigé 
du côté de Touest. Alors ^ sera nul et nous aurons 

U =/, X -h/^z =z (/, sin cos^ -f-/, cosô) R, 
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R, 6, '^l^ étant les coordonnées sphériques du point {x, y, z). Si nous 
désignons par F la grandeur de Faction terrestre et par I Tinclinaison 
de l'aiguille aimantée, nous aurons 

/j— FcosI, /a=:FsinI. 
D'après l'expression de U, il faut faire dans le numéro précédent 

Yo ~ o, Y, = o, Y3 = 0, . . . , 
Y, =:/i sinÔ cos'^ "h/j cosO. 

Ainsi les séries qui représentent V, V,, Va se réduisent aux fonctions 
sphériques du premier ordre, et l'on a 

V,= A.Y,R, 

v^.(^b.r + ^)y„ 

V - î^ Y 

De plus les coefficients de ces expressions seront fournis par les équa- 
tions suivantes : 



(JO — 9(ï-^47ry)-i-a(47ry)*( i— -j 

A,=-|(W)-(.-^:), 

=_^r3.,^(,-?-:)]. 



B|- 



'27ry ., 



CD 
Di-^-^ (3 4- 87:-/) («'-/.'). 

8. Considérons Faction sur l'unité positive de magnétisme placée 
dans la cavité de la sphère; elle se compose de l'action de la Terre et 
de celle du corps magnétisé. En désignant parole potentiel corres- 
pondant, nous aurons 

*-U-HV,=:(i-hA,)(/,sinÔcos^H-/,cosÔ)R. 
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Donc Taction est de même direction que si la sphère n'existait pas, 
mais elle est diminuée dans le rapport de i + A, à Tunité. 

Pour obtenir l'action totale sur un point extérieur à la sphère, nous 
devrons considérer le potentiel 

nous aurons donc, pour les trois composantes de la force magnétique^ 

En remplaçant/, et/ par leurs valeurs et faisant de nouveau 
-s=:Rcos^, j? — Rsin5cos«]>, 7 = Rsinôsinv]/, 

nous obtenons 

d}¥ / I) \ 3D 

— -T— — — f n- ^ jFcosl-h -|~Fsin6'cosvKcosIsin(?cos^-i sinicosô), 

d}¥ 3D 

-—--7- ~- -:^*FsinOsinv|/(coslsin0cos'| -+- sinicosô), 

— -^ -^ — ( n- ^ jFsml H ^r^ — F(cosIsm&cosi}^-hsmIcosô). 

Mettons le centre d'une très petite aiguille aimantée au point (a?, y^ s 
assez éloigné du centre de la sphère creuse pour que son action puisse 
être regardée comme sensiblement la même dans tous les points de 
l'aiguille, la direction de cette aiguille sera celle de la force dont nous 
venons de calculer les trois composantes. 

Désignons par S la déviation horizontale de l'aiguille produite par le 
corps magnétisé; nous aurons 
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Représentons par V Tinclinaison de Taiguille ainsi influencée; nous 
aurons 



1, ^^ï' //^^'V /d^\* 



Remarquons que, dans le cas où la sphère est pleine, on aura 
en posant 

.\ r.y n^ 



4 ::•/ -h 3 



H, 



et, par conséquent, pour appliquer les formules précédentes à ce cas 

particulier, il suffit d'y changer D, en H. 

Posons 

/i — 47:7, 

cette quantité est aussi représentée par _^ . (Chap. IV, n*' 19); alors 
nous aurons 



Di- 



9A + a/i«(^i-^) 



Si h est un grand nombre, en sorte que ^ soit peu difl^érent de l'unité, 

si, de plus, n'est pas très petit, on modifiera peu la valeur de D, 

en supprimant 9 -+- 9A à son dénominateur; par conséquent, D, est à 

très peu près indépendant du rapport-- Donc l'action magnétique de 

la sphère pleine difi*érera peu de celle de la sphère creuse de même 
rayon extérieur. C'est ainsi que Barlow n'a pas constaté de différence 
d'action magnétique pour deux sphères de fer fondu de même diamètre 
extérieur, dont l'une était pleine et dont l'autre était creuse et pesait 
les ' de la première. Cela tient à ce que, pour le fer fondu, k était très 

voisin de l'unité. Toutefois, si ^^~^ est très petit ou - voisin de l'unité 

en sorte que le corps magnétique soit une coquille sphérique d'une 

épaisseur très petite par rapport au rayon a, ce qui vient d'être dit 
II. 26 
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n'est plus applicable et l'action de la coquille magnétique peut différer 
beaucoup de celle de la sphère pleine, en étant moindre. 

Ces explications ont été ainsi déduites de la théorie par Poisson 
[Mémoires de V Académie des Sciences, t. V, 1 821 -1822). 

Magnétisme du globe terrestj-e. 

9. Si l'on imagine une aiguille aimantée parfaitement libre de tour- 
ner autour de son centre de gravité et mise à l'abri de toute influence 
voisine, elle prend une direction déterminée. Dans un temps peu con- 
sidérable, cette direction subit, il est vrai, des changements, mais qui 
sont, en général, très faibles et que l'on peut éliminer en considérant 
la position moyenne de l'aiguille. 

Faisant donc abstraction de ces perturbations, on a été conduit de- 
puis longtemps à considérer la Terre comme renfermant à son intérieur 
des matières aimantées qui déterminent la position d'équilibre de cette 
aiguille. On pourrait aussi supposer que la Terre est parcourue par des 
courants voltaïques, ou même que deux pareilles causes superposent 
leurs effets pour donner à l'aiguille sa direction. Quelle que soit celle 
de ces hypothèses qu'on adopte, les composantes X, Y, Z de la force 
qui en résultera sur un point extérieur seront les dérivées d'une même 
fonction, en sorte qu'on pourra poser 

^___ d\ ^ dV „ dV 

A — — "7~' 1= — -7— > L — -j—y 

dx dy dz 

V satisfaisant dans l'espace extérieur à l'équation 

Ainsi, tant qu'on ne se préoccupe que des actions extérieures pour 
en observer les effets ou en calculer les valeurs, il est indifférent de 
savoir de laquelle de ces causes elles proviennent. 

Les observations qui ont été faites en différents points de la surface 
de la Terre pour y déterminer l'action magnétique ne sont ni assez 
nombreuses, ni même, en général, assez précises pour qu'il soit utile 
de tenir compte de l'aplatissement de la Terre; nous la supposerons 
donc sphérique. 
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10. Prenons des coordonnées polaires, dont l'origine soit au centre 
de la Terre et Taxe polaire suivant son axe de rotation. Soient R, 6, 
j», comme dans les numéros précédents, les trois coordonnées d'un 
point extérieur. Décomposons la force magnétique en trois forces : 
l'une 3, dirigée verticalement de bas en haut; la deuxième B, tangente 
au méridien géographique et dirigée vers le sud; la troisième T, tan- 
gente au parallèle et dirigée vers l'est; enfin, regardons l'angle 'j» 
comme croissant de l'ouest à Test. Alors nous aurons 

^~ d\\' "-" R ^^' * ~ lûnï^ dY 

Désignons par s^ ce que devient V sur la surface terrestre, supposée 
une sphère de rayon a; nous aurons, à cette surface, 

ç. i^ ^' „ • _ — I dv 

a dB a sin B d^ 

De la première de ces deux équations on tire 

r — t'o = — « / ^ d% 
i'o étant la valeur de \f au pôle boréal, et l'on a ensuite 






On en conclut ce théorème, remarqué pour la première fois par 
Gauss : Si la composante de la force magnétique ^ tangente au méridien 
géographique^ est partout connue à la surface de la Terre, la composante 
tangente au parallèle l'est aussi immédiatement. Remarquons, de plus, 
que le potentiel i' a la surface de la Terre est aussi déterminé à une 
constante près. 

Cherchons ensuite la composante Verticale, en supposant encore 
connue la composante 8. Posons 



I ^dO V(0.'\^\ 



\\, V.. V^. .,. ^ont clone (l*!H fonctions connues. Si alors nous pos^ms 

Cl 



Vo H, 

a 



nom îfripr)n>< 






ef touH U'H f^Tfoen de cefle série, sauf le premier qui est constant, sont 
connus. 

Pour le potentiel V, pris en un point extérieur, nous en concluons 



ft ., fî^ ., n^ 



Mais, V se papportanf à une masse dont la somme est nulle, on a 

H (y ef, par siiife, 

<^ a Yo. 

Knfm on a, pour la composante verticale, 

11. Supposons ensuile que, outre le magnétisme intérieur, il 
existe encore des influences extérieures qui agissent sur Taiguille ai- 
mantée, 

Déftij^nons par V, le potentiel du magnétisme intérieur, et par V 
celui du magnétisme extérieur. P'n développant le potentiel total, pris 
à la surface, suivant la série de Laplace, nous aurons 

O) '- H-f Y,-f Y, -Y,-f-..., 

et les quantités Y,, Yj, ... pourront être calculées, comme ci-dessus, 
par la seule connaissance de la composante B, obtenue par l'observa- 
tion; mais H restera indéterminé. 



3 
S 
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V,, se rapportant à une masse magnétique intérieure à la Terre, se 
développera en un point extérieur suivant la même série de la manière 
suivante 



et Va, se rapportant au contraire à une masse extérieure, se dévelop- 
pera ainsi en un point intérieur 

- Vj = Uo -h L, - -h. . .-+- L;,— -h. . . . 

Faisons R -- a dans ces deux expressions et ajoutons-les, nous au- 
rons 

(2) ^ = (iio-+- u'o) -h (u, -f- u;) -+-. . . -h (u„ -+- u;,) -+-... . 

Egalons (i) et (2), et nous obtenons 

(3) u„-+-u;, = Y„. 

Supposons, d'un autre côté, qu'on ait déterminé par l'observation la 
composante magnétique S à la surface de la Terre; S sera donc pour 
]\=a une fonction connue qu'on pourra encore développer par la 
même série, et l'on aura 

Z = Po -+- Pi 4- . . . -h P„ -h . . . , 

où Po, Pm ... sont connus. Partageons H en deux parties correspon- 
dant à V, et Vjj ; nous aurons 

"'~ dix ^' ••• a"-» ^« 



• • • • 



Si nous faisons R = a dans ces deux expressions et que nous les 
ajoutions, nous aurons une seconde expression de Z, et, en l'égalant à 
la précédente, nous obtenons 

(4) {n-hi)\Jn-nr„^V„. 
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Enfin do (3) et {■\) nous tirons 

/îY„-f-P„ , (n-hi)Y„ — V„ 

U « ^= y Ll „ = • 

3 /l -f- I 2 /l -h I 

Les deux potentiels V^ et Vo sont donc déterminés. 

Il est évident que, à l'extérieur de la surface terrestre, il n'y a pas 
d'influences magnétiques qui puissent être considérées comme fixes, 
pendant un temps notable. Donc, quand on ne considère que des in- 
fluences permanentes, on doit les regarder comme provenant de l'inté- 
rieur. 11 résulte d'ailleurs, des observations réunies par Gauss et de 
ses calculs, que les fonctions U)^ sont nulles, et ce fait doit être consi- 
déré comme donnant une vérification des principes physiques de cette 
théorie. 

Les observations employées pour les calculs précédents doivent se 
rapporter a des époques peu éloignées entre elles; car l'état du magné- 
tisme terrestre subit une altération qui n'a cessé de se manifester 
depuis que l'on fait des observations sur le magnétisme. 

12. Indiquons comment Gauss a déterminé les premiers coefficients 
de la fonction V du n^ 10. On a, à la surface, 

dV 

(i) Z = ^ — =:2Y, -4-3Yî— ...-h(«-f-i)Y„-+-..., 






rfYî dY„ 



de de 



• /» 



^^ ^~ as'me d'],~ shie\d'], ^ d\, ^'"^ d'^ ^"' 

Supposons qu'on ait déterminé par l'observation, en un certain 
nombre de lieux de la Terre, les trois composantes de la force magné- 
tique. Ainsi, pour certaines valeurs de et 'j», les quantités H, 6, T ont 
des valeurs connues, et à chaque station correspondra un système de 
trois équations. Réduisons les séries précédentes à un nombre déter- 
miné n de termes. La fonction Y,, renferme 2/i -t- 1 coefficients (Chap. Il, 
n** 2); donc Y,, Y.^, . . ., Y„ en contiennent n'^ -+- an. D'après cela, si 
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" -— est entier, il suffira, pour déterminer ces coefficients, d'eni- 



/i* -h o.n 



3 

ployer les observations faites en ^" stations convenablement di- 
stantes. Gauss a fait ce calcul en prenant n = /^; il lui suffisait donc 
de se servir des observations faites en huit stations choisies convena- 
blement, et il avait vingt-quatre coefficients à déterminer. 

Ces commencements de séries, obtcMius par Gauss, ne paraissent pas 
r^/inori appartenir à des développements très convergents. Néanmoins, 
après avoir calculé les coefficients, il a appliqué les formules (i), (2), 
(3) à un grand nombre de stations où les trois composantes de la force 
magnétique avaient été observées et il a ainsi obtenu, en général, des 
valeurs très rapprochées de ces quantités [^Allgemeine Théorie des Erd- 
magnetismus [Œuvres de Gauss y t. V)J. 

13. Définitions. — On 9i}^}^(A\ii pôles magnétiques de la Terre les points 
de sa surface où la composante horizontale de la force magnétique est 
nulle. En ces points, qui sont au nombre de deux seulement, 6 et \' 
sont nuls; ils sont donc déterminés par les deux équations 

L'aiguille de la boussole d'inclinaison devient verticale aux deux 
pôles. L'un est situé vers le nord, l'autre vers le sud. Pour le premier 
pôle, le potentiel V est minimum et le pôle nord de l'aiguille se di- 
rige vers le bas; pour le second pôle, le potentiel est maximum, et le 
pôle nord de l'aiguille est dirigé vers le haut. 

On appelle méridien magnétique une ligne, tracée sur le globe ter- 
restre, qui, en chacun de ses points, est tangente à la composante 
horizontale magnétique. Tous les méridiens magnétiques passent donc 
par les deux pôles magnétiques. 

On appelle parallèle magnétique une ligne tracée a la surface de la 
Terre et le long de laquelle V reste constant. En désignant par ds un 

élément de cette ligne, on a -^ = o; donc la projection de la force sur 

cette ligne est nulle. Ainsi, le parallèle magnétique est, en chacun de 
ses points, perpendiculaire a la force et au méridien magnétique. 
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Le parallèle magnétique, sur lequel Y est nuU est nommé VéqucUeur 
magnétique. 

Perturbations. — Les actions magnétiques sont assujetties à diffé- 
rentes perturbations; quelques-unes présentent certaine régularité dans 
les époques de leur apparition. Il arrive aussi parfois dans les actions 
magnétiques des troubles violents qui peuvent s'étendre sur une assez 
grande étendue de la Terre, et Ton a pu démontrer par l'expérience 
qu'ils sont accompagnés de courants voltaïques qui se produisent dans 
le sol de l'observateur. 

Tous ces troubles ne peuvent être étudiés par le calcul. Il y a toute- 
fois des perturbations qui en sont plus susceptibles : ce sont celles qui 
sont dues aux actions du Soleil et de la Lune. 

Les perturbations solaires sont de deux sortes : les unes ont pour 
période le jour et les autres l'année. Les perturbations lunaires varient 
avec l'angle formé par le plan horaire de la Lune et le méridien de l'ob- 
servateur et avec la déclinaison de la Lune. Néanmoins ces variations 
ne se reproduisent pas exactement. Ces perturbations n'agissent pas 
directement, mais ne se manifestent sur l'aiguille aimantée que par 
l'induction de la Terre ou par son échauffement. 

Du magnétisme induit dans un cylindre^ dont le rayon est très petit 
par rapport à sa longueur, par une force constante parallèle à son 
a^e. 

14. Désignons par 2/ la longueur d'un cylindre de fer doux, dont le 
rayon a est très petit par rapport à la longueur. 

Supposons qu'une force magnétique constante égale a/agisse paral- 
lèlement a l'axe du cylindre. On réalisera ce problème en plaçant Taxe 
du cylindre dans la direction de la force magnétique terrestre. 

Prenons Taxe du cylindre pour axe des x et mettons l'origine au 
milieu de sa longueur. Le potentiel dû à la force extérieure a pour 
valeur 

et les deux fonctions V et 9 de la théorie de l'induction (Chap. IV, 
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n" 19) satisfont à Tintérieur du cylindre aux deux équations 

(i) V-h - V "h/r — o, 

V et 9 satisfont aussi dans cet espace aux deux équations 

AV~o, Ao -^ o. 

Si nous désignons par R la distance d'un point quelconque à Taxe 
des .r, V et ç ne dépendront que de x et R, et les deux équations précé- 
dentes deviendront 

d^\ rt-V I dV 

(•^) 7Û^ "• d\V -"- Y\ dn ""^ 

fi^^ ^*9 I ^9 

Il est facile de voir que V est une fonction impaire de et. D'ailleurs, 
en désignant par H une constante, nous obtiendrons une solution par- 
ticulière de l'équation (3), si nous posons, pour l'intérieur du cy- 
lindre, 

(4) v^iH-- — M(R/>). 

f/(K/;) satisfaisant à l'équation 

, ^^ d* u i du , . 

(>) ^H--^û;7ir^»^"-"^^' 

et, comme m ne doit pas être infini pour R = o, on a 

/?*R- p'W^ />Ml« 

I- (i.'î)- (!.'>.. 3)' 

ou 






Nous allons essayer de satisfaire à toutes les conditions du problème, 
du moins d'une manière très approcliée, en adoptant l'expression ( y. 
II. j- 
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Alors, à l'extérieur du cylindre et entre .r = — / et .r = ^- /, nous 

• *>' 

prendrons pour V l'expression 

(6) V, = G? -^ Q(/)R), 

où G est une constante et où Q (/?R), qui satisfait encore à l'équation (5), 
a pour valeur 

Q(/?R)— - / cos(2/3Rcosw)log(2/>Rsin'û))û^oi. 

Sur toute la surface du cylindre, on a ces deux conditions (Chap. IV, 

n**20) 

V=V„ 

cette dernière équation se réduit sur toute la surface convexe à 

— (i-l-47:y) ^ 4- -^ =o pour R-a, 

et, sur les bases x = ± l, à 

En substituant (5) et (6) dans les deux conditions relatives à la sur- 
face convexe, on a 

et, en divisant ces deux équations l'une par l'autre, 

^^^ ^' '^ '""^^ liTf^ - QÂpây 

c'est l'équation qui détermine la quantité />. 

15. Je pose pa~^ et je dis qu'on peut satisfaire à l'équation (8) 
par une très petite valeur de p. 
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On a, en effet, 



ir ir 



~Q\?)= ô f cos(2|3cosoi)r/oj — 3 / sin(2^cosu))coso) logsin'coe/c) 



n 



— 2log(2{3) / sin(2pcosci))cosco6/ci). 



Si j3 est très petit, cette expression se réduira à très peu près a son pre- 
mier terme, et Ton aura 



el 



Q'(?)=i, u'(?)^.-2^, "(?)-! 



Q(;3)^iog^, 



d'après la formule 

ri TT 

/ logsinco^ci) 11^ log2. 

•- 

Ainsi l'équation (8) devient 

PMog^^r ^ ""' --■ 

^ ° 2 2(H- 47:-/) 

En prenant pour le fer doux y = y ou 4 "Y = • 34, on obtient 

•^ ^2 i'O 

OU, en remplaçant le logarithme népérien par un logarithme vulgaire, 
et désignant par M le module de ces logarithmes, on a 

3 M 

ô^lOÎTv - = —= — 0,001608. 



2 270 



On tire de cette équation 

(3 ;::i 0,02(j(i. . . , 

et cette valeur est assez petite pour que le calcul précédent soit tout 
à fait justifié. 
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Si Ton prend pour y le nombre 32 donné par Thalén pour le fer doux 
très pur (n^ 3), on obtient 

(3 =z 0,01604. . . . 



Nous avons/; = -; donc, pour deux cylindres faits d'un fer doux 
identique, p varie en raison inverse de a. 



16. Il est aisé de voir que, aux extrémités du cylindre, -^ est du 

même ordre de grandeur que -j-- D'après cela, 4'î^Yt*st un nombre assez 
grand pour qu'on puisse réduire Téquation (7) à 

d\ . . 

(lette équation peut, en effet, être admise, parce que,/?R étant très petit, 
on peut regarder "(/?R) comme égal a i et le premier membre de cette 
équation comme indépendant de R. On a ainsi l'équation 



.2/'/_i_ p -ipt 






Donc, si Ton introduit la notation du sinus et du cosinus hyperboliques, 
on obtient 

.^ /*sinh(2/?x) 

2/>cosn(2/>/) ^' 



o = — y/ X Vt — T^"(R/^) • 



On obtient donc, pour la densité du magnétisme sur la surface convexe 
du cylindre, 

_ ^? _ ^? _ /a -sinh(2/).r) 
^^~ M "dK'^"^^^ cos h (2 pi)' 

et l'on a, pour la quantité D de magnétisme estimée par unité de lon- 

ueur du cylindre, 

,. p ,.sinh(2/>^) 

^ ^''^ cosh(2/>/) 

D'après les équations (i) et (2), on a, pour la densité sur la base cor- 






PROBLÈMES PARTICULIERS DE LA THÉORIE DU MAGNÉTISME. 21 3 

respondante k ;r = /, 

Donc il n*y a pas de fluide magnétique sur les bases. 

Aiguille cylindrique (V acier aimantée à saturation. 

17. Supposons un fil cylindrique d'acier aimanté à saturation et ad- 
mettons, comme Green, que la force coercitive, qui s'oppose à ce que 
le fil revienne a l'état naturel, puisse être considérée comme une force 
constante parallèle à l'axe du cylindre; ce qui peut être admis, en effet, 
il cause de la petitesse de la section. Désignons par /cette force. Alors 
les calculs précédents seront entièrement applicables et donneront la 
densité du fluide magnétique à la surface du fil. 

Ainsi la densité linéaire est donnée par la formule 

o ^sinh(2jy./) 

Cherchons a déterminer la quantité y- 

Biot [Traité de Physique, t. III) a représenté empiriquement cette 
densité par la formule 

où L et jjL sont des constantes, comme résultat des expériences de Cou- 
lomb, ce qui est conforme à la formule précédente. 

En considérant une aiguille dont le rayon était jr^ de pouce, Biot a 
trouvé jji = o,5i794S; donc on a 



^ =zpa — logfji =10,02741. 

Ov nous avons trouvé 

31 lo«r n. - ir ' . 

'^ '''^2 ~2(n-47:y)' 

il en résulte 

(a) 4Try --- 154,12 ou y =112,264. 

D'après différentes expériences de Coulomb, faites sur des aiguilles 
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d'acier de rayons différents, on retrouve'très sensiblement la même va- 
leur de p et, par suite, la même valeur de y. Cette valeur de y diffère 
beaucoup de celle qu'on obtient d'après les calculs très peu rigoureux 
de Green sur ce sujet ( * ). En effet, d'après les notations de Green, on a 

47ry = — ^, 

et il trouve g — 0,986636. Donc, au lieu des valeurs (a), on aurait 

47:7 = 221,48 ou y 1=:: 17,625 

nombres beaucoup trop grands, 

18. Si l'on désigne par U le potentiel du magnétisme terrestre, on 
a, pour le potentiel de ce magnétisme sur celui de l'aiguille. 






en désignant par A, B, G les composantes du moment magnétique en 
chaque point (^'t j', z') de l'aiguille aimantée (Chap. IV, n** 4). 
Nous aurons donc (même Chap., n** 19) 

Supposons que cette aiguille soit mobile autour de son centre, dans 
un plan horizontal. Désignons par vjy l'angle qu'elle fait avec le méri- 
dien magnétique et par F la composante horizontale de la force magné- 
tique terrestre; nous aurons 

^rzztcos^ 
et, par suite. 



(*) Essajr on thc théories of Electricity and Magnetism, art. 17. 



PROBLÈMES PARTICULIERS DE LA THÉORIE DU MAGNÉTISME. 2l5 

et, comme ç est considéré comme constant dans une section droite de 
raiguille, on a 



W=7ra'Fcos^/ -~rfj:i=i 2 7ra*Fcos^9 



(0, 



en désignant par (p(/) le résultat de la substitution de /à la place de .r 
dans ^. 

On a ensuite, pour le moment des forces qui agissent sur l'aiguille, 
ce moment tendant à faire décroître l'angle 'j», 

dW .T^ . , / ,x .wn ^ . • r . sinh(2/>/) 1 
- — — 2 7ra-Fsm'i; o(/) — 7ra'F/y sm»!» 2/ — -. — î— f: • 

Supposons que différentes aiguilles du même acier et de même 
rayon soient suspendues successivement par leur centre à un même fil 
et placées dans le méridien magnétique, puis que l'on fasse tourner 
le fil autour de son point de suspension, jusqu'à ce que l'aiguille fasse 
avec le méridien magnétique un même angle j». Alors l'expression pré- 
cédente, oii F, /, y, ']f sont constants, variera d'une aiguille à l'autre 
proportionnellement à la torsion du fil, et l'on pourra vérifier que la 
torsion varie avec /d'après cette formule. 



Sphère cristallisée placée dans un champ magnétique uni/orme. 

19. Si nous considérons d'abord un corps cristallisé dont l'aimanta- 
tion est uniforme, nous aurons, pour la fonction V qui représente le 
potentiel de la couche magnétique qui se forme à la surface <t du corps, 

V-= / {a\ cos>. -h ^Bcos/jL-hcCcosv) — ^^i 

où A, B, C sont constants et où ra pour valeur 



/(jc — yy 



{y-yy . {=-=') 



c 



.r', v', 5' étant les coordonnées de di; X, tu, v sont les angles de la nor- 
male à cT, menée extérieurement, avec les axes de coordonnées. Les 
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quantités aA, iB, cC sont les composantes du moment magnétique et 
la densité de la couche magnétique est 

a A cosX 4- ^B cosfjL -4 cC cosv. 

Baisonnons comme au n° 6 du Chap. IV. Imaginons que la surface a 
soit remplie d'une masse dont la densité constante est égale à p. Dépla- 
çons cette surface d'une quantité infiniment petite rf/et dans la direc- 
tion opposée à la droite, qui a pour projections aA, iB, cC et remplis- 
sons-la d'une masse dont la densité est — p. L'ensemble de ces deux 
masses peut être assimilé à un aimant dont l'aimantation est uniforme, 
et la quantité prf/est son moment magnétique; elle représente, par 

conséquent, la quantité y^a- A- -h b'B' 4- c'C^. 

Désignons par pT le potentiel cristallique du premier corps fictif, 

— p(T+ -j/dl) sera celui du second par rapport au même point 

{x, y, s) et le potentiel de leur ensemble sera 

d-r ., {dï dx d\ dy d-r dz\ rrr, — irrr, tt^. 

irr — -7- «A ;— 6B -.- c(>. 

dx dy dz 

Nous obtenons donc pour V cette seconde expression 

(a) y-" — a\—, ^'B -7- — 6(. -T-- 

dx dy dz 

D'après cela, si nous voulons déterminer la fonction V pour les points 
intérieurs d'une sphère cristallisée et dont l'aimantation est uniforme, 
il nous suffira maintenant de chercher le potentiel cristallique T d'une 
sphère, dont la densité est égale à l'unité, en un point intérieur; il suf- 
fira même de calculer les dérivées de T par rapport à ^».r, ^. 

20. Le potentiel cristallique d'une sphère, dont la densité est l'unité, 
est donné par l'intégrale triple 



''-nr-r'^'^''^' 
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tous les élémonts doLci^dy appartenant au volume de cette sphère, et 
Ton a 

Posons 

Rî -^ (^ « a)«4. (y _ p) ^ ( . _ yy. 

a -j- représente la composante suivant Taxe des or d'une attraction dont 

la loi est exprimée par la formule -^j- 

Mettons l'origine des coordonnées au centre de la sphère, dont l'équa- 
tion sera 

et cherchons son attraction sur un point M de son intérieur, dont les 
coordonnées sont ^, j, ^> Soit//co un angle solide élémentaire dont le 
sommet est en M et dans cet angle solide, limité à la surface de la sphère 
considérée, prenons l'élément de volume R^rfœrfR compris entre deux 
sphères dont le centre est en M et dont les rayons sont R et R + ^/R. 
D'après la loi énoncée ci-dessus, l'attraction de cet élément sur le 
point M aura pour valeur 



r» 



Faisons la somme de ces attractions pour tous les éléments de la 
sphère renfermés dans l'angle r/co et nous obtiendrons 






la limite supérieure R désignant la distance du point M à la base du 
cône dont cette expression représente l'attraction. 
Les trois composantes de l'attraction résultante sont 

r*R* /*"r* r'^R* 

cosl d(M) I —jdWy cosf/rf'»» 1 — j^R, cosvrfwl — jûfR, 

•^0 «0 »^0 

X, p., V étant les angles de R avec les axes de coordonnées. 

II. a8 
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Si R est la distance du point M à un point (.r', j', z') intérieur au 
cône précédent, on a 

œ' — a:z=z RcosX, v'— r = Rcos/jl, z' — z = Rcosv, 

cos'v 



„,/cos'X cos*a 



Par suite, la première des trois composantes a pour valeur 

cos X dû} 



3 R» 

/cos'X cos'fji cos'vX* 
\ a b c ) 



où R désigne alors la distance de M à la base du cône élémentaire. 

Pour obtenir la même composante de Faction du cône, opposé par le 
sommet au précédent, il suffira de changer dans l'expression précé- 
dente cosX en — cosX et R en la distance R' du point M à la base de 
ce cône. Mais il suffira de faire le seul changement de R en R', si, au 
lieu de prendre R' positif, nous convenons de le regarder comme négatif 
et nous aurons ainsi, pour la composante suivant Taxe des x de l'at- 
traction de ces deux cônes sur le point M, 

(6) ^^^^ ï(R+R'). 



/C0S*> COS'fJL cos*v\* 
\ a b c ) 



Dans l'équation de la sphère 

faisons 

X = ^-hRcosX, Y=7H-RcosX, Z=:s-t-Rcosv, 

et il en résulte l'équation du second degré qui donne R et R' 

R'-i- 2(j7COsX -i-jcosf/ 4--scosv)R — /i'4-^'-hj'-h5' = o; 

nous avons, par conséquent, 

R-4-R' = — 2 (j:cosX -i-jcos/ji-h^cosv). 
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Ainsi Texpression (6) devient 

COSX (J?C0SX-|- VCOSa -h5C0S v) , 

— 2 ^^ '■ 3—^ aw. 

/cos'X cos'fx cos'v\^ 
\ a b c ) 

Intégrons cette expression tout autour du point M et, en supprimant 
dans le résultat les termes multipliés par y et 5, qui représentent des 
intégrales qui s'annulent séparément, nous obtenons, pour la compo- 
sante suivant Taxe des x de l'attraction de la sphère ou pour la quantité 

a -7- ) 

dx 




'). ros'a ro 
b c 



?)' 



Posons 







cos'X cos*/jL ces 



■^)' 



et désignons par H^ et H, deux expressions qui se déduisent de H, en 
remplaçant au numérateur cosX par cos|jl ou cosv; nous aurons 

^'^ ^^=~^H., 6^=z-jH„ c;^--.H.. 

21. Nous avons ainsi déterminé les dérivées de T; mais elles ren- 
ferment des intégrales définies doubles H|, H^, H, et il importe de 
prouver qu'elles peuvent être ramenées à des intégrales simples. 

En adoptant deux angles et ']f des coordonnées sphériques, nous 
aurons 

cosX==cos9, cosii — sin^cos^', cosv — sin(/sin^j^, 

rfci) ^ sin dS d^ ; 

alors l'intégrale U< sera prise de — o à ô — u et de ^ = - o à ^ = 27t; 
mais, en multipliant l'intégrale par 8, il suffira de faire les deux inté- 
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grations de o a -• Nous aurons donc 



7C W 

cos* B sin B d9 d^ 






^Q sin'ôcos*^}; sin'ôsin'ij;\^ 



) 



Par une transformation connue, on peut remplacer l'élément de 
cette intégrale par une expression rationnelle [Jacobi's Werke, t. III, 
p. i6i). 

Pour cela, posons 

_ coSY) siiiYîCOsf sinyjsinf 
cos6= ^a —=- > sin0cosij; = yô /= — '' sin0sinvj> = v^ ]= — "' 

avec 

P ~ a cos'rî -h b sin'y) cos'£ -+- c sin'rj sin*f , 

et nous aurons 

'cos'yî sirnn dndc 



Hi = Sa^abcj J 



^0 



En faisant l'intégration par rapport à ^, nous avons 



K 1t 



rf? _ r ^ 

- */o V--— « •! > ^sin'rî)cos*^ 4-(acos*Y) 4-csin'Yî)sin*$ 



*/« P Jo («C0S«YÎ 



TU 



^ V^(acos'rî -h 6sin*rî)(acos*rî H-csin*rî) 

Nous en concluons 



r« r» cos'y) sin Y) dfïdl Ti n 

J^ Jo P 2*/o v^(acos*Yî 4- 6sin'yî)(acos'rî -Hcsin'Yî) 

Il r li^du 



en posant cosy) = u. 
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Nous avons donc 






v^[^ 4-(a — b)u'][c-i-(a — c)u*] 

u'du 



H,=i !\'!:b )Jabc f - 

H, — -iTTC \/abc I ~ — ^=^=: 

•>^o \\a -\- \^c — a) a- 



U'du 



\[b-^(c-^b)a'] 



22. Si maintenant nous portons les expressions {c) dans la for- 
mule (a), nous obtiendrons 

Nous aurons donc pour les composantes de Faction exercée sur un 
point intérieur par la couche magnétique, qui revêt une sphère cris- 
tallisée dont Taimantation est uniforme, 

Ce qui montre que cette couche exerce à son intérieur une force con- 
stante en grandeur et en direction. 

Arrivons enfin au problème que nous avions en vue et cherchons 
l'induction d'une sphère cristallisée par une force magnétique con- 
stante. 

Désignons par /«, /j,/, les trois composantes de cette force, nous 
aurons pour le potentiel dû à cette force dans le cristal 

a b^ c 

(Chap. IV, n^ 27). Or les équations de l'induction sont 

d\] dV ^it^âbc 

dx dx g ' 



(Chap. IV, n® 25) et l'on y satisfera en supposant A, B, C constants. En 
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effet, ces équations deviendront alors 

<^ S 



* S 



C or ' 



et détermineront A, B, C. La quantité g est positive dans les corps 
magnétiques et négative dans les corps diamagnétiques. 

La densité de la couche magnétique située à la surface de la sphère 
a pour valeur 



Or on a 



si Ton fait 



^â\ dN . ,dS d\ 



.r' y' ^' 

cosX=V> COSa^n-j-? COSVi=^> 

h ^ h h 



[x\ y\ s') étant le point de la surface de la sphère où Ton prend p, et 
h étant le rayon de la sphère. 
On a donc 

* dt' ~ h 



^1 



Ainsi la densité p est une expression linéaire par rapport a a;', y, s\ 
Le potentiel Vf du magnétisme de la sphère induite, pris en un point 
extérieur, satisfait à l'équation 

AVi=:0. 



Posons u= v^o?* -+- j^ •+• 5* ; en développant V, suivant la série de 
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Laplace, nous aurons 

u ir 

Nous avons à l'intérieur de la sphère 

- (AHi cos(?cos4'H-BH, sin^sin^/ -+- CHjCos^) w, 

en prenant des coordonnées sphériques m, 0, ^. Ces deux fonctions 
doivent être égales pour w — A; on en conclut que toutes les fonctions Y 
sont nulles, excepté Y<, et qu'on a 

V, ( VniCos(}cos-^-f-BH,sin9sin|-t-CH,cos9)^- 

Ce 



Détermination des constantes magnétiques d'un cristal, 

23. Nous venons de trouver que, en un point extérieur, le potentiel 
du magnétisme induit dans une sphère cristallisée par une force con- 
stante dont les composantes sont/,,/j,/5,a pour valeur 

\\ zr. (AH.or 4- BH,J -h CH35) ~i , 

Ce 

et, en posant 

^zJabc 



nous avons 



.M u — ft r* — /* 



Si le cristal est diamagnétique, les quantités ^ et 5 sont négatives. 

Désignons sous le nom d'axes magnétiques du cristal les quantités 
va, yjbf yjc; puis portons ces longueurs à partir de l'origine sur les 
axes des x,y, z pour déterminer leurs directions. 

Nous prendrons pour la force magnétique constante l'action terrestre 
et nous aurons ensuite, pour les composantes de l'action du cristal 
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sphérique sur un point extérieur, 

\^~^==3(AHpr-hBH,r-hCH,5)ll-? -AH, -,, 
dœ " u* ' a' 

V ^ 3( AH,:r ^ BH,r 4- Œ^z) ^ - BH, ^ , 
Z ^ 3(AH,^ 4- BH, V -h CHss) ^ - CH, ~ 

Prenons Taxe des z vertical et dirigé de bas en haut, Taxe des x 
suivant le méridien magnétique et vers le nord, enfin l'axe des j vers 
l'ouest; nous aurons/a — o, par suite, B = o. Si, de plus, on prend le 
point {x,y, z) dans le plan horizontal qui passe par le centre de la 
sphère, on aura :? ~ o, et il en résultera 

X^SAH, 1Î-4--AH, -., 

ir ir 

Y=z3AH,^', 
Z=-CH, ^. 

Prenons une aiguille aimantée très petite et suffisamment éloignée 
<le la sphère et supposons qu'elle ne puisse se mouvoir qu'horizonta- 
lement autour de son centre situé dans le plan des x, y. En désignant 
par x^y les coordonnées de ce centre, nous aurons, pour sa dévia- 
tion li du méridien, 

V 

tang'j=i 



et, comme nous avons 



Y 


M» 


/,-^x 


/, 3^«A» /i» 
AH. ' «» ^/^ 



il en résulte 



^=:-flf(H,-V-,v), w*=ar*4-r«, 



Zxy 
tangu= -^ 



, , a(H,-h5) u* 
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Si nous mettons les axes magnétiques \]b et y^ respectivement sui- 
vant les axes des x et des j, nous aurons, pour la déviation u, de la 
même aiguille, 

3 JL' Y 
tangJ|=:: ,• „ r r- 

Enfin, si nous permutons yja avec yjc^ nous aurons, pour la dévia- 
tion u^, 

3 »z* V 
langui n- ~ ^. — . • 



lî x^ — y^ — 



H, 



Supposons, d'après cela, qu'on ait observé les angles u,Ut, U2, on en 
conclura, par ces trois équations, les trois quantités 

<7(H, -f-5) ^(fî; 4-.0 c(H»4->y) 
H| ' H, ' II, ' 

et, en mettant le centre (^, j, o) de l'aiguille dans diverses positions, 
on devra toujours trouver les mêmes valeurs pour ces trois quantités. 

24. Résolvons ensuite ce problème général : Trouver le potentiel d' un 
magnétisme quelconque sur le magnétisme d'un cristal. 

Pour résoudre ce problème, nous commençons par remplacer le ma-, 
gnétisme extérieur par une couche magnétique située sur la surface 
du cristal et dont le potentiel ait la même valeur sur cette surface. 

Prenons, en un point (^, j, z) de cette surface, le potentiel d'un élé- 
ment magnétique du cristal situé en (r', y', 5'); nous aurons, pour ce 
potentiel (Chap. IV, n*" 23), 



e/- rfi c/- 



7i J d^f 



en posant 



y a b 



mt\i 



LY-y'Y , (s--') 



Si Ton désigne par p la densité de la couche magnétique, le potentiel 
de cet élément du cristal sur la couche magnétique sera, d'après le 
II. a9 
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raisonnement donné (I*^* Partie, Chap, I, n^ 25), 

fçpdcr=\aAj ^^pda-^bBj ^,pd<j^ccj -£, 



p d(j j dus. 



Or, en désignant par U le potentiel cristallique de la couche en un 
point intérieur quelconque {x\ y, -s'), on a 

il en résulte 

Enfin nous aurons, pour le potentiel du magnétisme de tout le cris- 
tal sur celui de la couche, 

rintégrale étant étendue à tous les éléments du volume du cristal. 

Dans le cas particulier où la force inductrice est constante, nous 
aurons (Chap. IV, n** 27), en désignant par/, /a,/, les composantes de 
cette force. 



a '^ ^ 



d^_f .dV . d{] 

dx' -J'' ^ df 



au ^ , uu - uu ^ 



et, par suite, 
(I) 



W =- Aa/. -f- B/, -^ C/,) efe. 



25. Oscillations d'une sphère cristalline. — Concevons une sphère cris- 
talline très petite, suspendue par un fil de cocon suivant un de ses 
axes magétiques, pris pour axe des z\ les axes des x et desj' sont pris 
suivant les deux autres axes magnétiques. L'axe des :; est vertical et 
fixe, et les axes des x ei y sont mobiles autour du premier. La force 
magnétique est prise horizontale et constante en grandeur et en direc- 
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tion, et, en désignant par ^ l'angle variable qu'elle fait avec Taxe deso?, 

on a 

/i~Fcosvp, /, = Fsin4/, /,- o. 

On réalise approximativement ces conditions en plaçant le centre 
de la sphère sur la ligne droite qui joint les deux pôles d'un électro- 
aimant suffisamment éloignés et mettant ce centime à égale distance 
des deux pôles. 

En appliquant la formule (i), on obtient 

Wrn F Aa cosvp -h B sinvp)rfcy. 

Or on a 

A— Fcosvp p_ Fsin^j; 

"■"«(11,4-5)' ^~~ ^(H,-t-.ç)' 

Donc, en désignant par h le rayon de la sphère, on a 



\V^^--47^/^»F 



, r cos*^' ^^^*^_ 1 



Ainsi le moment, autour de l'axe des z, des forces magnétiques qui 
agissent sur la sphère, a pour valeur 

3 L^(H,-+-5) a(Hi-+-5)J ^ 



Supposons 



a> b>c; 



le moment d'inertie de la sphère, dont la densité estD, autour d'un 
diamètre ayant pour valeur — -.— > si l'on néglige la torsion du fil, on 
a, pour l'équation de ses oscillations. 



1 5 fit*' ~ ci^ 



Posons 



. . ^£!.r_J ~ 1-P 



nous aurons 
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et, en désignant par % la valeur maximum de '|, 

(•-r) — Pi(C0S2'I/ — C0S2'%). 

Si nous supposons tes oscillations très petites, cette équation donnera 

i = -^:^ arc cos — • 

Nous avons donc, pour la durée T, des oscillations autour de Taxe \c. 



v/F, 



Désignons par T| et T, les durées des oscillations de la sphère, si 
elle est suspendue suivant les axes y^ 6t v^, et posons 



(3) 



!ir_j ^— 1-p 



aDA* 



nous aurons 

P, 4- P, = P„ 

et, comme nous avons d'ailleurs 



I 


p. 


1 


p. 


1 


p, 


xr 


-7r«' 


xr 


= 1?' 


Xî 


7t«' 



nous en concluons la formule 



(A) ™,j rpj rw.^ 



Plûcker a démontré expérimentalement cette formule sur une spbere 
tirée d'un formiate d'oxyde de cuivre [On tlie magnetic induction of 
cristals ( Philosophical Transactions^ 1 85 8 )] . 

26. Considérons ensuite les oscillations d'une sphère cristalline dans 
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les conditions précédentes, sauf qu'elle est suspendue par un point 
quelconque situé dans le plan des axes magnétiques \ja et yjc. 

Soient toujours 0^, 0/, 0:; les axes d'un système de coordonnées, 
menés suivant les axes magnétiques et soient Ox\ Oy, Oz' d'autres 
axes rectangulaires, dont le dernier, vertical, est dirigé suivant le fil 
de suspension, et dont le premier est mené dans la direction de la force 
magnétique constante F. 

Désignons par 1 l'angle de Ox' avec la trace du plan zOx^xxv x'Oy' 
et par ç l'angle de cette trace avec 0;r. 

D'après la formule trouvée ci-dessus (n"" 24), on a 

l'intégrale étant étendue k tous les éléments du volume de la sphère. 
Les trois composantes de la force F suivant les axes des x^ y, z sont 

/ , =: <7 — — F COS9 COS'4;, 

.A^^^ --Fsin|, 
^ d[] 

Cl ^ 



enfin dans W remplaçons A, B, C par leurs valeurs (n^'SS) el nous 
aurons 

^ïr ♦ !,»-• fcos^ocos-'i; sinH sin'ocosHI 

3 Lrz(H,-A-.ç) 6(H,-i-.v) c(H,H-.v) I 

D'après cela, on a, pour le moment autour do O2', des forces qui 
agissent sur la sphère. 



d^ 



4 ,,»:.« r ' cos'q> sm'o 1 . , 

3 L/>(H,-f-5) rt(H,-+-.0 c(H,-+-.v)J ^ 



Dans le cas particulier oii a = b^ alors H< — H,, et l'on a 



d^ 4 lat,, . • I « 

-,T- ~ ?7:/^'F*sln»9 — r= n- 

d^ 3 ^L^(U,-h5) «(llj 



s) 



sini'} -: /JiP, sin'cp sina4'. 



en représentant par (jl le moment d'inertie de la sphère. 
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Ainsi, en désignant par T la durée d'une oscillation, on a 



TT 



P,sin*<p 



Si le fil est dirigé suivant 0^, on a <p = -> et le carré de la durée T, de 
l'oscillation a pour valeur 

* P, 

On en conclut 

(B) Ti^rrTsinç, 

formule qui a été également reconnue par Plûcker au moyen de l'ex- 
périence. 

W. Thomson, Plûcker et Béer ont donné chacun des théories diffé- 
rentes de l'induction magnétique des cristaux qui conduisent toutes 
aux formules (A) et (B). Les théories des deux premiers savants ont 
un caractère empirique; celle du troisième a un caractère plus analy- 
tique; mais, bien qu'on en déduise les formules (A) ot(B), elle n'est 
pas exacte, comme je l'ai déjà fait remarquer (Chap. IV, n° 25). 

27. Détermination des constantes a, A, c, 5, g. — Après avoir obtenu 
les durées des oscillations T,, Tj, T3 de la sphère cristalline d'après les 
expériences indiquées ci-dessus, on en conclura les quantités P|, P,, 
P3 ; puis, en se servant de deux des équations (2), (3), (4), on pourra 
exprimer deux des trois quantités 

fl'(H,-h.ç), ^(H,-4-5), c(VLz-\-s), 

au moyen de la troisième. Nous avons vu d'ailleurs au n° 23 comment 
on peut calculer les quantités 

, , «(H,-+-.0 ô(H,-f-.ç) c(H3-+-.0 
(a) -fi—' "HT—' ~in 

Il est très difficile, en général, de conclure de là les quantités a, b, 
c, s. Mais nous allons supposer que le cristal ait un axe d'isotropie. 
Faisons a = b et a^>c. Les équations (3) et (4) se réduisent à une 
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seule, que Ton peut écrire ainsi 

m étant une quantité connue. Puisque nous connaissons les quan- 
tités (a), posons 

(y ) — jï^ - ^, 1,^ U, 

/i, /, étant des quantités connues. Les trois équations (P) et (y) per- 
mettent de déterminer a, c, s. 
Posons 

et, en éliminant centre les trois équations précédentes, nous aurons 

(£) [^(i-X«)-c]H,.= (/3-c)H,. 

D'ailleurs les formules trouvées pour H, et H, (n** 21 ) donnent dans le 
cas actuel 

Posons, pour abréger, 

et les équations (S), (e) permettront d'exprimer la quantité c en fonc- 
tion de X, respectivement par les deux formules suivantes : 



r ^S^— 2/38^ _)t\ 



1 
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Il faudra donc choisir X, de manière que les valeurs de c^ déduites 
de ces deux formules, soient égales. Ayant calculé ainsi X et c, on ob- 
tiendra s et g par les formules 



Si Ton a 



(/, — c)H3 _ 47rav^. 



^ 



a z^ b, a <ic. 



il faut changer X^ en — X^ dans les formules précédentes, et Ton ob- 
tient 

'*. 7T C i/c / I -\- / * \ 

n, — .-'/ \-. ( —i-i :r— arc tangX , 



Hj = \^ ( * ~ T ^""^ tangX j . 



Si ensuite on pose 



1 — 



I -h >.« 



2 



Y^ arc langÂ — Sj, — i + y arc lang>. rr Sj, 



c sera exprimé au moyen de X par les deux formules 






4 7: //I /| 

dont on conclura c et X comme ci-dessus. On aura ensuite s et ^ par les 
formules (y]). 



FIN. 
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ERRATA 

A LA THÉORIE DE LA CAPILLARITÉ. 

Page 187, dernière ligne, remplacer le dernier facteur f i— -. cos -) par f iH- cos -); 

faire le même changement d'un signe — en signe 4- dans les deux formules suivantes. (Er- 
rata communiqués par le savant japonais Kenjiro Jamagawa, de Tokyo.) 

Pages 1.59, 161 et 161, faire le même changement dans les quatre radicaux qui s'y trouvent. 
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